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A B S T R A C T
G a u g e  i n v a r i a n c e  i s  t h e  b a s i s  o f  t h e  m o d e r n  t h e o r y  o f  e l e c t r o w e a k  a n d  s t r o n g  i n t e r a c t i o n s
( t h e  s o  c a l l e d  S t a n d a r d  M o d e l ) .  T h e  r o o t s  o f  g a u g e  i n v a r i a n c e  g o  b a c k  t o  t h e  y e a r  1 8 2 0  w h e n
e l e c t r o m a g n e t i s m  w a s  d i s c o v e r e d  a n d  t h e  f i r s t  e l e c t r o d y n a m i c  t h e o r y  w a s  p r o p o s e d .
S u b s e q u e n t  d e v e l o p m e n t s  l e d  t o  t h e  d i s c o v e r y  t h a t  d i f f e r e n t  f o r m s  o f  t h e  v e c t o r  p o t e n t i a l
r e s u l t  i n  t h e  s a m e  o b s e r v a b l e  f o r c e s .  T h e  p a r t i a l  a r b i t r a r i n e s s  o f  t h e  v e c t o r  p o t e n t i a l  A




 =  0
w a s  p r o p o s e d  L .  V .  L o r e n z  i n  t h e  m i d d l e  o f  1 8 6 0 ' s  .  I n  m o s t  o f  t h e  m o d e r n  t e x t s  t h e  l a t t e r
c o n d i t i o n  i s  a t t r i b u t e d  t o  H .  A .  L o r e n t z ,  w h o  h a l f  a  c e n t u r y  l a t e r  w a s  o n e  o f  t h e  k e y  f i g u r e s  i n
t h e  f i n a l  f o r m u l a t i o n  o f  c l a s s i c a l  e l e c t r o d y n a m i c s .  I n  1 9 2 6  a  r e l a t i v i s t i c  q u a n t u m - m e c h a n i c a l
e q u a t i o n  f o r  c h a r g e d  s p i n l e s s  p a r t i c l e s  w a s  f o r m u l a t e d  b y  E .  S c h r í o d i n g e r ,  O .  K l e i n ,  a n d  V .
F o c k .  T h e  l a t t e r  d i s c o v e r e d  t h a t  t h i s  e q u a t i o n  i s  i n v a r i a n t  w i t h  r e s p e c t  t o  m u l t i p l i c a t i o n  o f  t h e
w a v e   f u n c t i o n  b y  a  p h a s e  f a c t o r  exp(ieç/Óc  )  w i t h  t h e  a c c o m p a n y i n g  a d d i t i o n s  t o  t h e  s c a l a r
p o t e n t i a l  o f  -Çç/cÇt   a n d  t o  t h e  v e c t o r  p o t e n t i a l  o f   ç .   I n  1 9 2 9  H .  W e y l  p r o c l a i m e d  t h i s
i n v a r i a n c e  a s  a  g e n e r a l  p r i n c i p l e  a n d  c a l l e d  i t  E i c h i n v a r i a n z  i n  G e r m a n  a n d  g a u g e  i n v a r i a n c e
i n  E n g l i s h .  T h e  p r e s e n t  e r a  o f  n o n - a b e l i a n  g a u g e  t h e o r i e s  s t a r t e d  i n  1 9 5 4  w i t h  t h e  p a p e r  b y  C .
N .  Y a n g  a n d  R .  L .  M i l l s .
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2I .   I N T R O D U C T I O N
T h e  p r i n c i p l e  o f  g a u g e  i n v a r i a n c e  p l a y s  a  k e y  r o l e  i n  t h e  S t a n d a r d  M o d e l  w h i c h
d e s c r i b e s  e l e c t r o w e a k  a n d  s t r o n g  i n t e r a c t i o n s  o f  e l e m e n t a r y  p a r t i c l e s .  I t s  o r i g i n s  c a n  b e
t r a c e d  t o  V l a d i m i r  F o c k  ( 1 9 2 6 b )  w h o  e x t e n d e d  t h e  k n o w n  f r e e d o m  o f  c h o o s i n g  t h e
e l e c t r o m a g n e t i c  p o t e n t i a l s  i n  c l a s s i c a l  e l e c t r o d y n a m i c s  t o  t h e  q u a n t u m  m e c h a n i c s  o f  c h a r g e d
p a r t i c l e s  i n t e r a c t i n g  w i t h  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d s .  E q u a t i o n s  ( 5 )  a n d  ( 9 )  o f  F o c k ’ s  p a p e r  a r e ,  i n
h i s  n o t a t i o n ,
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¥ ™ ¥ ' = ¥ exp (ie ç / Óc )     .  
 
( 1 c )
H e r e  A  i s  t h e  v e c t o r  p o t e n t i a l ,  Ï  i s  t h e  s c a l a r  p o t e n t i a l ,  a n d  ç  i s  k n o w n  a s  t h e  g a u g e
f u n c t i o n .  T h e  M a x w e l l  e q u a t i o n s  o f  c l a s s i c a l  e l e c t r o m a g n e t i s m  f o r  t h e  e l e c t r i c  a n d  m a g n e t i c
f i e l d s  a r e  i n v a r i a n t  u n d e r  t h e  t r a n s f o r m a t i o n s  ( 1 a , b )  o f  t h e  p o t e n t i a l s .  W h a t  F o c k  d i s c o v e r e d
w a s  t h a t ,  f o r  t h e  q u a n t u m  d y n a m i c s ,  t h a t  i s ,  t h e  f o r m  o f  t h e  q u a n t u m  e q u a t i o n ,  t o  r e m a i n
u n c h a n g e d  b y  t h e s e  t r a n s f o r m a t i o n s ,  t h e  w a v e  f u n c t i o n  i s  r e q u i r e d  t o  u n d e r g o  t h e
t r a n s f o r m a t i o n  ( 1 c ) ,  w h e r e b y  i t  i s  m u l t i p l i e d  b y  a  l o c a l  ( s p a c e - t i m e  d e p e n d e n t )  p h a s e .   T h e
c o n c e p t  w a s  d e c l a r e d  a  g e n e r a l  p r i n c i p l e  a n d  " c o n s e c r a t e d "  b y  H e r m a n n  W e y l  (  1 9 2 8 ,  1 9 2 9 a ,
1 9 2 9 b ) .   T h e  i n v a r i a n c e  o f  a  t h e o r y  u n d e r  c o m b i n e d  t r a n s f o r m a t i o n s  s u c h  a s  ( 1 , a , b , c )  i s
k n o w n  a s  a  g a u g e  i n v a r i a n c e  o r  a  g a u g e  s y m m e t r y  a n d  i s  a  t o u c h s t o n e  i n  t h e  c r e a t i o n  o f
m o d e r n  g a u g e  t h e o r i e s .
T h e  g a u g e  s y m m e t r y  o f  Q u a n t u m  E l e c t r o d y n a m i c s  ( Q E D )  i s  a n  a b e l i a n  o n e ,  d e s c r i b e d
b y  t h e  U ( 1 )  g r o u p .  T h e  f i r s t  a t t e m p t  t o  a p p l y  a  n o n - a b e l i a n  g a u g e  s y m m e t r y  S U ( 2 )  x  S U ( 1 )  t o
e l e c t r o m a g n e t i c  a n d  w e a k  i n t e r a c t i o n s  w a s  m a d e  b y  O s c a r  K l e i n  ( 1 9 3 8 ) .  B u t  t h i s  p r o p h e t i c
p a p e r  w a s  f o r g o t t e n  b y  t h e  p h y s i c s  c o m m u n i t y  a n d  n e v e r  c i t e d  b y  t h e  a u t h o r  h i m s e l f .
T h e  p r o l i f e r a t i o n  o f  g a u g e  t h e o r i e s  i n  t h e  s e c o n d  h a l f  o f  t h e  2 0 t h  c e n t u r y  b e g a n  w i t h
t h e  1 9 5 4  p a p e r  o n  n o n - a b e l i a n  g a u g e  s y m m e t r i e s  b y  C h e n - N i n g  Y a n g  a n d  R o b e r t  L .  M i l l s
( 1 9 5 4 ) .  T h e  c r e a t i o n  o f  a  n o n - a b e l i a n  e l e c t r o w e a k  t h e o r y  b y  G l a s h o w ,  S a l a m ,  a n d  W e i n b e r g
i n  t h e  1 9 6 0 s  w a s  a n  i m p o r t a n t  s t e p  f o r w a r d ,  a s  w e r e  t h e  t e c h n i c a l  d e v e l o p m e n t s  b y  ‘ t  H o o f t
a n d  V e l t m a n  c o n c e r n i n g  d i m e n s i o n a l  r e g u l a r i z a t i o n  a n d  r e n o r m a l i z a t i o n .  T h e  d i s c o v e r i e s  a t
C E R N  o f  t h e  h e a v y  W  a n d  Z  b o s o n s  i n  1 9 8 3  e s t a b l i s h e d  t h e  e s s e n t i a l  c o r r e c t n e s s  o f  t h e
e l e c t r o w e a k  t h e o r y .  T h e  v e r y  e x t e n s i v e  a n d  d e t a i l e d  m e a s u r e m e n t s  i n  h i g h - e n e r g y  e l e c t r o n -
p o s i t r o n  c o l l i s i o n s  a t  C E R N  a n d  a t  S L A C ,  a n d  i n  p r o t o n - a n t i p r o t o n  c o l l i s i o n s  a t  F e r m i l a b  a n d
i n  o t h e r  e x p e r i m e n t s  h a v e  b r i l l i a n t l y  v e r i f i e d  t h e  e l e c t r o w e a k  t h e o r y  a n d  d e t e r m i n e d  i t s
p a r a m e t e r s  w i t h  p r e c i s i o n .
3I n  t h e  1 9 7 0 ' s  a  n o n - a b e l i a n  g a u g e  t h e o r y  o f  s t r o n g  i n t e r a c t i o n  o f  q u a r k s  a n d  g l u o n s
w a s  c r e a t e d .  O n e  o f  i t s  c r e a t o r s ,  M u r r a y  G e l l - M a n n ,  g a v e  i t  t h e  n a m e  Q u a n t u m
C h r o m o d y n a m i c s  ( Q C D ) .  Q C D  i s  b a s e d  o n  t h e  S U ( 3 )  g r o u p ,  a s  e a c h  q u a r k  o f  g i v e n  " f l a v o r "
( u ,  d ,  s ,  c ,  b ,  t )  e x i s t s  i n  t h r e e  v a r i e t i e s  o r  d i f f e r e n t  " c o l o r s "  ( r e d ,  y e l l o w ,  b l u e ) .  T h e  q u a r k
c o l o r s  a r e  a n a l o g u e s  o f  e l e c t r i c  c h a r g e  i n  e l e c t r o d y n a m i c s .  E i g h t  c o l o r e d  g l u o n s  a r e  a n a l o g u e s
o f  t h e  p h o t o n .  C o l o r e d  q u a r k s  a n d  g l u o n s  a r e  c o n f i n e d  w i t h i n  n u m e r o u s  c o l o r l e s s  h a d r o n s .
Q C D  a n d  E l e c t r o w e a k  T h e o r y  f o r m  w h a t  i s  c a l l e d  t o d a y  t h e  S t a n d a r d  M o d e l ,  w h i c h  i s
t h e  b a s i s  o f  a l l  o f  p h y s i c s  e x c e p t  f o r  g r a v i t y .  A l l  e x p e r i m e n t a l  a t t e m p t s  t o  f a l s i f y  t h e  S t a n d a r d
M o d e l  h a v e  f a i l e d  u p  t o  n o w .  B u t  o n e  o f  t h e  c o r n e r s t o n e s  o f  t h e  S t a n d a r d  M o d e l  s t i l l  a w a i t s
i t s  e x p e r i m e n t a l  t e s t .  T h e  s e a r c h  f o r  t h e  s o - c a l l e d  H i g g s  b o s o n  ( o r  s i m p l y ,  h i g g s )  o r  i t s
e q u i v a l e n t  i s  o f  p r o f o u n d  i m p o r t a n c e  i n  p a r t i c l e  p h y s i c s  t o d a y .   I n  t h e  S t a n d a r d  M o d e l  ,  t h i s
e l e c t r i c a l l y  n e u t r a l ,  s p i n l e s s  p a r t i c l e  i s  i n t i m a t e l y  c o n n e c t e d  w i t h  t h e  m e c h a n i s m  b y  w h i c h
q u a r k s ,  l e p t o n s  a n d  W - ,  Z - b o s o n s  a c q u i r e  t h e i r  m a s s e s .  T h e  m a s s  o f  t h e  h i g g s  i t s e l f  i s  n o t
r e s t r i c t e d  b y  t h e  S t a n d a r d  M o d e l ,  b u t  g e n e r a l  t h e o r e t i c a l  a r g u m e n t s  i m p l y  t h a t  t h e  p h y s i c s
w i l l  b e  d i f f e r e n t  f r o m  e x p e c t e d  i f  i t s  m a s s  i s  g r e a t e r  t h a n  1  T e V /c 2 .   I n d i r e c t  i n d i c a t i o n s  f r o m
L E P  e x p e r i m e n t a l  d a t a  i m p l y  a  m u c h  l o w e r  m a s s ,  p e r h a p s  1 0 0  G e V /c 2 ,  b u t  s o  f a r  t h e r e  i s  n o
d i r e c t  e v i d e n c e  f o r  t h e  h i g g s .   D i s c o v e r y  a n d  s t u d y  o f  t h e  h i g g s  w a s  a  t o p  p r i o r i t y  f o r  t h e
a b o r t e d  S u p e r c o n d u c t i n g  S u p e r  C o l l i d e r  ( S S C ) .  N o w  i t  i s  a  t o p  p r i o r i t y  f o r  t h e  L a r g e  H a d r o n
C o l l i d e r  ( L H C )  u n d e r  c o n s t r u c t i o n  a t  C E R N .
 T h e  k e y  r o l e  o f  g a u g e  i n v a r i a n c e  i n  m o d e r n  p h y s i c s  m a k e s  i t  d e s i r a b l e  t o  t r a c e  i t s
h i s t o r i c a l  r o o t s ,  b a c k  t o  t h e  b e g i n n i n g  o f  1 9 t h  c e n t u r y .  T h i s  i s  t h e  m a i n  a i m  o f  o u r  r e v i e w .
I n  s e c t i o n  I I ,  t h e  c e n t r a l  p a r t  o f  o u r  a r t i c l e ,  w e  d e s c r i b e  t h e  h i s t o r y  o f  c l a s s i c a l
e l e c t r o d y n a m i c s  w i t h  a  s p e c i a l  e m p h a s i s  o n  t h e  f r e e d o m  o f  c h o i c e  o f  p o t e n t i a l s  A  a n d  Ï
e x p r e s s e d  i n  e q u a t i o n s  ( 1 a )  a n d  ( 1 b ) .
I t  t o o k  a l m o s t  a  c e n t u r y  t o  f o r m u l a t e  t h i s  n o n - u n i q u e n e s s  o f  p o t e n t i a l s  t h a t  e x i s t s
d e s p i t e  t h e  u n i q u e n e s s  o f  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d s .   T h e  e l e c t r o s t a t i c  p o t e n t i a l  r e s u l t i n g
f r o m  a  d i s t r i b u t i o n  o f  c h a r g e s  w a s  i n t i m a t e l y  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  e l e c t r o s t a t i c  p o t e n t i a l
e n e r g y  o f  t h o s e  c h a r g e s  a n d  h a d  o n l y  t h e  t r i v i a l  a r b i t r a r i n e s s  o f  t h e  a d d i t i o n  o f  a  c o n s t a n t .
T h e  i n v e n t i o n  o f  L e y d e n  j a r s  a n d  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  v o l t a i c  p i l e s  l e d  t o  s t u d y  o f  t h e  f l o w  o f
e l e c t r i c i t y  a n d  i n  1 8 2 0  m a g n e t i s m  a n d  e l e c t r i c i t y  w e r e  b r o u g h t  t o g e t h e r  b y  O e r s t e d ’ s
d i s c o v e r y  o f  t h e  i n f l u e n c e  o f  a  n e a r b y  c u r r e n t  f l o w  o n  a  m a g n e t i c  n e e d l e  ( J e l v e d ,  J a c k s o n ,  a n d
K n u d s e n ,  1 9 9 8 ) .  A m p ˝ e r e  a n d  o t h e r s  r a p i d l y  e x p l o r e d  t h e  n e w  p h e n o m e n o n ,  g e n e r a l i z e d  i t  t o
c u r r e n t - c u r r e n t  i n t e r a c t i o n s ,  a n d  d e v e l o p e d  a  m a t h e m a t i c a l  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  f o r c e s  b e t w e e n
c l o s e d  c i r c u i t s  c a r r y i n g  s t e a d y  c u r r e n t s  ( A m p ˝ e r e ,  1 8 2 7 ) .  I n  1 8 3 1  F a r a d a y  m a d e  t h e  d i s c o v e r y
t h a t  a  t i m e  v a r y i n g  m a g n e t i c  f l u x  t h r o u g h  a  c i r c u i t  i n d u c e s  c u r r e n t  f l o w  ( F a r a d a y ,  1 8 3 9 ) .
E l e c t r i c i t y  a n d  m a g n e t i s m  w e r e  t r u l y  u n i t e d .
T h e  l a c k  o f  u n i q u e n e s s  o f  t h e  s c a l a r  a n d  v e c t o r  p o t e n t i a l s  a r o s e  i n i t i a l l y  i n  t h e  d e s i r e
o f  A m p ˝ e r e  a n d  o t h e r s  t o  r e d u c e  t h e  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  f o r c e s  b e t w e e n  a c t u a l  c u r r e n t  l o o p s  t o
d i f f e r e n t i a l  e x p r e s s i o n s  g i v i n g  t h e  e l e m e n t  o f  f o r c e  b e t w e e n  i n f i n i t e s i m a l  c u r r e n t  e l e m e n t s ,
o n e  i n  e a c h  l o o p .  U p o n  i n t e g r a t i o n  o v e r  t h e  c u r r e n t  f l o w  i n  e a c h  l o o p ,  t h e  t o t a l  f o r c e  w o u l d
r e s u l t .  A m p ˝ e r e  b e l i e v e d  t h e  e l e m e n t  o f  f o r c e  w a s  c e n t r a l ,  t h a t  i s ,  a c t i n g  a l o n g  t h e  l i n e  j o i n i n g
t h e  t w o  e l e m e n t s  o f  c u r r e n t ,  b u t  o t h e r s  w r o t e  d o w n  d i f f e r e n t  e x p r e s s i o n s  l e a d i n g  t o  t h e  s a m e
i n t e g r a t e d  r e s u l t .   I n  t h e  1 8 4 0 ’ s  t h e  w o r k  o f  N e u m a n n  ( 1 8 4 7 ,  1 8 4 9 )  a n d  W e b e r  ( 1 8 7 8 ,  1 8 4 8 )
l e d  t o  c o m p e t i n g  d i f f e r e n t i a l  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  e l e m e n t a l  f o r c e ,  F a r a d a y ’ s  i n d u c t i o n ,  a n d  t h e
e n e r g y  b e t w e e n  c u r r e n t  e l e m e n t s ,  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  d i f f e r e n t  f o r m s  f o r  t h e  v e c t o r
p o t e n t i a l  A .   O v e r  2 0  y e a r s  l a t e r  H e l m h o l t z  ( 1 8 7 0 )  e n d e d  t h e  c o n t r o v e r s y  b y  s h o w i n g  t h a t
N e u m a n n ’ s  a n d  W e b e r ’ s  f o r m s  f o r  A w e r e  p h y s i c a l l y  e q u i v a l e n t .  H e l m h o l t z ’ s  l i n e a r
4c o m b i n a t i o n  o f  t h e  t w o  f o r m s  w i t h  a n  a r b i t r a r y  c o e f f i c i e n t  i s  t h e  f i r s t  e x a m p l e  o f  w h a t  w e  n o w
c a l l  a  r e s t r i c t e d  c l a s s  o f  d i f f e r e n t  g a u g e s  f o r  t h e  v e c t o r  p o t e n t i a l .
T h e  b e g i n n i n g  o f  t h e  l a s t  t h i r d  o f  t h e  1 9 t h  c e n t u r y  s a w  M a x w e l l ’ s  m a s t e r l y  c r e a t i o n  o f
t h e  c o r r e c t  c o m p l e t e  s e t  o f  e q u a t i o n s  g o v e r n i n g  e l e c t r o m a g n e t i s m ,  u n f o r t u n a t e l y  e x p r e s s e d  i n
a  w a y  t h a t  m a n y  f o u n d  d i f f i c u l t  t o  u n d e r s t a n d  ( M a x w e l l ,  1 8 6 5 ) .  I m m e d i a t e l y  a f t e r ,  t h e  D a n i s h
p h y s i c i s t  L u d v i g  V .  L o r e n z ,  a p p a r e n t l y  i n d e p e n d e n t l y  o f  M a x w e l l ,  b r i l l i a n t l y  d e v e l o p e d  t h e
s a m e  b a s i c  e q u a t i o n s  a n d  c o n c l u s i o n s  a b o u t  t h e  k i n s h i p  o f  l i g h t  a n d  t h e  e l e c t r o m a g n e t i s m  o f
c h a r g e s  a n d  c u r r e n t s  ( L o r e n z ,  1 8 6 7 b ) .  F r o m  t h e  p o i n t  o f  v i e w  o f  g a u g e  i n v a r i a n c e ,  L o r e n z ’ s
c o n t r i b u t i o n s  a r e  m o s t  s i g n i f i c a n t .  H e  i n t r o d u c e d  t h e  s o - c a l l e d  r e t a r d e d  s c a l a r  a n d  v e c t o r
p o t e n t i a l s  a n d  s h o w e d  t h a t  t h e y  s a t i s f i e d  t h e  r e l a t i o n  a l m o s t  u n i v e r s a l l y  k n o w n  a s  t h e
L o r e n t z  c o n d i t i o n ,  t h o u g h  h e  p r e c e d e d  t h e  D u t c h  p h y s i c i s t  H .  A .  L o r e n t z  b y  m o r e  t h a t  2 5
y e a r s .
B y  t h e  t u r n  o f  t h e  c e n t u r y ,  t h a n k s  t o ,  a m o n g  o t h e r s ,  C l a u s i u s ,  H e a v i s i d e ,  H e r t z ,  a n d
L o r e n t z ,  w h o  i n v e n t e d  w h a t  w e  n o w  c a l l  m i c r o s c o p i c  e l e c t r o m a g n e t i s m ,  w i t h  l o c a l i z e d
c h a r g e s  i n  m o t i o n  f o r m i n g  c u r r e n t s ,  t h e  f o r m a l  s t r u c t u r e  o f  e l e c t r o m a g n e t i c  t h e o r y ,  t h e  r o l e  o f
t h e  p o t e n t i a l s ,  t h e  i n t e r a c t i o n  w i t h  c h a r g e d  p a r t i c l e s ,  t h e  c o n c e p t  o f  g a u g e  t r a n s f o r m a t i o n s ,
n o t  y e t  k n o w n  b y  t h a t  n a m e ,  w e r e  i n  p l a c e .   L o r e n t z ’ s  e n c y c l o p e d i a  a r t i c l e s  ( L o r e n t z ,  1 9 0 4 a ,
b )  a n d  h i s  b o o k  ( L o r e n t z ,  1 9 0 9 )  e s t a b l i s h e d  h i m  a s  a n  a u t h o r i t y  i n  c l a s s i c a l  e l e c t r o d y n a m i c s ,
t o  t h e  e x c l u s i o n  o f  e a r l i e r  c o n t r i b u t o r s  s u c h  a s  L o r e n z .
T h e  s t a r t  o f  t h e  2 0 t h  c e n t u r y  s a w  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h e  q u a n t u m ,  o f  s p e c i a l  r e l a t i v i t y ,
a n d  o f  r a d i o a c t i v e  t r a n s f o r m a t i o n s .   I n  t h e  1 9 1 0 s  a t t e n t i o n  t u r n e d  i n c r e a s i n g l y  t o  a t o m i c
p h e n o m e n a ,  w i t h  t h e  c o n f r o n t a t i o n  b e t w e e n  B o h r ’ s  e a r l y  q u a n t u m  t h e o r y  a n d  e x p e r i m e n t .  B y
t h e  1 9 2 0 s  t h e  i n a d e q u a c i e s  o f  t h e  B o h r  t h e o r y  w e r e  a p p a r e n t .  I n  1 9 2 5 - 1 9 2 6 ,  H e i s e n b e r g ,
S c h r í o d i n g e r ,  B o r n ,  a n d  o t h e r s  i n v e n t e d  q u a n t u m  m e c h a n i c s .  I n e v i t a b l y ,  w h e n  t h e  i n t e r a c t i o n
o f  c h a r g e d  p a r t i c l e s  w i t h  t i m e  v a r y i n g  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d s  c a m e  t o  b e  c o n s i d e r e d  i n
q u a n t u m  m e c h a n i c s ,  t h e  i s s u e  o f  t h e  a r b i t r a r i n e s s  o f  t h e  p o t e n t i a l s  w o u l d  a r i s e .  W h a t  w a s
n o t  a n t i c i p a t e d  w a s  h o w  t h e  c o n s e q u e n c e s  o f  a  c h a n g e  i n  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  p o t e n t i a l s  o n
t h e  q u a n t u m  m e c h a n i c a l  w a v e  f u n c t i o n  b e c a m e  t r a n s f o r m e d  i n t o  a  g e n e r a l  p r i n c i p l e  t h a t
d e f i n e s  w h a t  w e  n o w  c a l l  q u a n t u m  g a u g e  f i e l d s .
I n  S e c t i o n  I I I  w e  r e v i e w  t h e  e x t e n s i o n  o f  t h e  c o n c e p t  o f  g a u g e  i n v a r i a n c e  i n  t h e  e a r l y
q u a n t u m  e r a ,  t h e  p e r i o d  f r o m  t h e  e n d  o f  t h e  f i r s t  W o r l d  W a r  t o  1 9 3 0 ,  w i t h  e m p h a s i s  o n  t h e
a n n u s  m i r a b i l i s ,  1 9 2 6 .   A s  i n  S e c t i o n  I I ,  w e  e x p l o r e  h o w  a n d  w h y  p r i o r i t i e s  f o r  c e r t a i n
c o n c e p t s  w e r e  t a k e n  f r o m  t h e  o r i g i n a t o r s  a n d  b e s t o w e d  o n  o t h e r s .   W e  a l s o  r e t e l l  t h e  w e l l -
k n o w n  s t o r y  o f  t h e  o r i g i n  o f  t h e  t e r m  “ g a u g e  t r a n s f o r m a t i o n . ”  I n  S e c t i o n  I V  w e  d i s c u s s  b r i e f l y
t h e  p h y s i c a l  m e a n i n g  o f  g a u g e  i n v a r i a n c e  a n d  d e s c r i b e  t h e  p l e t h o r a  o f  d i f f e r e n t  g a u g e s  i n
s o m e t i m e  u s e  t o d a y ,  b u t  l e a v e  t h e  d e t a i l e d  d e s c r i p t i o n  o f  s u b s e q u e n t  d e v e l o p m e n t s  t o
o t h e r s .
I n  w r i t i n g  t h i s  a r t i c l e  w e  m a i n l y  r e l i e d  o n  o r i g i n a l  a r t i c l e s  a n d  b o o k s ,  b u t  i n  s o m e
i n s t a n c e s  w e  u s e d  s e c o n d a r y  s o u r c e s  ( h i s t o r i c a l  r e v i e w s  a n d  m o n g r a p h s ) .  A m o n g  t h e  m a n y
s o u r c e s  o n  t h e  h i s t o r y  o f  e l e c t r o m a g n e t i s m  i n  t h e  1 9 t h  c e n t u r y  w e  m e n t i o n  W h i t t a k e r  ( 1 9 5 1 ) ,
R e i f f  a n d  S o m m e r f e l d  ( 1 9 0 2 ) ,  H u n t  ( 1 9 9 1 ) ,  D a r r i g o l  ( 2 0 0 0 ) ,  B u c h w a l d  ( 1 9 8 5 ,  1 9 8 9 ,  1 9 9 4 ) ,
a n d  R o s e n f e l d  ( 1 9 5 7 ) .  V o l u m e  1  o f  W h i t t a k e r  ( 1 9 5 1 )  s u r v e y s  a l l  o f  c l a s s i c a l  e l e c t r i c i t y  a n d
m a g n e t i s m .  R e i f f  a n d  S o m m e r f e l d  ( 1 9 0 2 )  p r o v i d e  a n  e a r l y  r e v i e w  o f  s o m e  f a c e t s  o f  t h e
s u b j e c t  f r o m  C o u l o m b  t o  C l a u s i u s .  A s  h i s  t i t l e  i m p l i e s ,  H u n t  ( 1 9 9 1 )  f o c u s e s  o n  t h e  B r i t i s h
d e v e l o p m e n t s  f r o m  M a x w e l l  t o  1 9 0 0 ,  i n  p a r t i c u l a r ,  t h e  w o r k s  o f  G e o r g e  F .  F i t z G e r a l d ,  O l i v e r
L o d g e ,  O l i v e r  H e a v i s i d e ,  a n d  J o s e p h  L a r m o r ,  a s  M a x w e l l ’ s  t h e o r y  e v o l v e d  i n t o  t h e
d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  f o r  t h e  f i e l d s  t h a t  w e  k n o w  t o d a y .  D a r r i g o l  ( 2 0 0 0 )  c o v e r s  t h e
d e v e l o p m e n t  o f  t h e o r e t i c a l  a n d  e x p e r i m e n t a l  e l e c t r o m a g n e t i s m  i n  t h e  1 9 t h  c e n t u r y ,  w i t h
e m p h a s i s  o n  t h e  c o n t r a s t  b e t w e e n  B r i t a i n  a n d  t h e  C o n t i n e n t  i n  t h e  i n t e r p r e t a t i o n s  o f
5M a x w e l l ' s  t h e o r y .   B u c h w a l d  ( 1 9 8 5 )  d e s c r i b e s  i n  d e t a i l  t h e  t r a n s i t i o n  i n  t h e  l a s t  q u a r t e r  o f
t h e  1 9 t h  c e n t u r y  f r o m  t h e  m a c r o s c o p i c  e l e c t r o m a g n e t i c  t h e o r y  o f  M a x w e l l  t o  t h e  m i c r o s c o p i c
t h e o r y  o f  L o r e n t z  a n d  o t h e r s .  B u c h w a l d  ( 1 9 8 9 )  t r e a t s  e a r l y  t h e o r y  a n d  e x p e r i m e n t  i n  o p t i c s  i n
t h e  f i r s t  p a r t  o f  t h e  1 9 t h  c e n t u r y .  B u c h w a l d  ( 1 9 9 4 )  f o c u s e s  o n  t h e  e x p e r i m e n t a l  a n d
t h e o r e t i c a l  w o r k  o f  H e i n r i c h  H e r t z  a s  h e  m o v e d  f r o m  H e l m h o l t z ’ s  p u p i l  t o  i n d e p e n d e n t
a u t h o r i t y  w i t h  a  d i f f e r e n t  w o r l d  v i e w .  R o s e n f e l d ’ s  e s s a y  ( R o s e n f e l d ,  1 9 5 7 )  f o c u s e s  o n  t h e
m a t h e m a t i c a l  a n d  p h i l o s o p h i c a l  d e v e l o p m e n t  o f  e l e c t r o d y n a m i c s  f r o m  W e b e r  t o  H e r t z ,  w i t h
s p e c i a l  e m p h a s i s  o n  L o r e n z  a n d  M a x w e l l .   H i s  c o m m e n t s  o n  L o r e n z ’ s  “ m o d e r n ”  o u t l o o k  a r e
v e r y  s i m i l a r  t o  o u r s .  N o n e  o f  t h e s e  w o r k s  s t r e s s  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  t h e  i d e a  o f  g a u g e
i n v a r i a n c e .
T h e  e a r l y  h i s t o r y  o f  quantum gauge theories  a s  w e l l  a s  m o r e  r e c e n t  d e v e l o p m e n t s
h a v e  b e e n  e x t e n s i v e l y  d o c u m e n t e d  ( O k u n ,  1 9 8 6 ;  Y a n g ,  1 9 8 6 ;  Y a n g ,  1 9 8 7 ;  O ’ R a i f e a r t a i g h ,
1 9 9 7 ;  O ’ R a i f e a r t a i g h  a n d  S t r a u m a n n ,  2 0 0 0 ) .
L u d v i g  V a l e n t i n  L o r e n z  o f  t h e  c l a s s i c a l  e r a  a n d  V l a d i m i r  A l e k s a n d r o v i c h  F o c k  e m e r g e
a s  p h y s i c i s t s  g i v e n  l e s s  t h a n  t h e i r  d u e  b y  h i s t o r y .   T h e  m a n y  a c c o m p l i s h m e n t s  o f  L o r e n z  i n
e l e c t r o m a g n e t i s m  a n d  o p t i c s  a r e  s u m m a r i z e d  b y  K r a g h  ( 1 9 9 1 ,  1 9 9 2 )  a n d  m o r e  g e n e r a l l y  b y
P i h l  ( 1 9 3 9 ,  1 9 7 2 ) .   F o c k ’ s  p i o n e e r i n g  r e s e a r c h e s  h a v e  b e e n  d e s c r i b e d  r e c e n t l y ,  o n  t h e
o c c a s i o n  o f  t h e  1 0 0 t h  a n n i v e r s a r y  o f  h i s  b i r t h  ( N o v o z h i l o v  a n d  N o v o z h i l o v ,  1 9 9 9 ,  2 0 0 0 ;
P r o k h o r o v ,  2 0 0 0 ) .
T h e  w o r d  “ g a u g e ”  w a s  n o t  u s e d  i n  E n g l i s h  f o r  t r a n s f o r m a t i o n s  s u c h  a s  ( 1 , a , b , c )  u n t i l
1 9 2 9  ( W e y l ,  1 9 2 9 a ) .   I t  i s  c o n v e n i e n t ,  n e v e r t h e l e s s ,  t o  u s e  t h e  m o d e r n  t e r m i n o l o g y  e v e n
w h e n  d i s c u s s i n g  t h e  w o r k s  o f  1 9 t h  c e n t u r y  p h y s i c i s t s .  S i m i l a r l y ,  w e  u s u a l l y  w r i t e  e q u a t i o n s
i n  a  c o n s i s t e n t  m o d e r n  n o t a t i o n ,  u s i n g  G a u s s i a n  u n i t s  f o r  e l e c t r o m a g n e t i c  q u a n t i t i e s .
I I .   C L A S S I C A L  E R A   
A .   E a r l y  h i s t o r y  -  A m p ý e r e ,  N e u m a n n ,  W e b e r
O n  2 1  J u l y  1 8 2 0  O e r s t e d  a n n o u n c e d  t o  t h e  w o r l d  h i s  a m a z i n g  d i s c o v e r y  t h a t  m a g n e t i c
n e e d l e s  w e r e  d e f l e c t e d  i f  a n  e l e c t r i c  c u r r e n t  f l o w e d  i n  a  c i r c u i t  n e a r b y ,  t h e  f i r s t  e v i d e n c e  t h a t
e l e c t r i c i t y  a n d  m a g n e t i s m  w e r e  r e l a t e d  ( J e l v e d ,  J a c k s o n ,  a n d  K n u d s e n ,  1 9 9 8 ) .  W i t h i n  w e e k s
o f  t h e  n e w s  b e i n g  s p r e a d ,  e x p e r i m e n t e r s  e v e r y w h e r e  w e r e  e x p l o r i n g ,  e x t e n d i n g ,  a n d  m a k i n g
q u a n t i t a t i v e  O e r s t e d ’ s  o b s e r v a t i o n s ,  n o w h e r e  m o r e  t h a n  i n  F r a n c e .  I n  t h e  f a l l  o f  1 8 2 0 ,  B i o t
a n d  S a v a r t  s t u d i e d  t h e  f o r c e  o f  a  c u r r e n t - c a r r y i n g  l o n g  s t r a i g h t  w i r e  o n  m a g n e t i c  p o l e s  a n d
a n n o u n c e d  t h e i r  f a m o u s  l a w  -  t h a t  f o r  a  g i v e n  c u r r e n t  a n d  p o l e  s t r e n g t h ,  t h e  f o r c e  o n  a  p o l e
w a s  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  w i r e  a n d  t o  t h e  r a d i u s  v e c t o r ,  a n d  f e l l  o f f  i n v e r s e l y  a s  t h e
p e r p e n d i c u l a r  d i s t a n c e  f r o m  t h e  w i r e  ( B i o t  a n d  S a v a r t ,  1 8 2 0 ) .  O n  t h e  b a s i s  o f  a  c a l c u l a t i o n  o f
L a p l a c e  f o r  t h e  s t r a i g h t  w i r e  a n d  a n o t h e r  e x p e r i m e n t  w i t h  a  V - s h a p e d  w i r e ,  B i o t  a b s t r a c t e d
t h e  c o n c l u s i o n  t h a t  t h e  f o r c e  o n  a  p o l e  e x e r t e d  b y  a n  i n c r e m e n t  o f  t h e  c u r r e n t  o f  l e n g t h  ds   w a s
( a )  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  p r o d u c t  o f  t h e  p o l e  s t r e n g t h ,  t h e  c u r r e n t ,  t h e  l e n g t h  o f  t h e  s e g m e n t ,  t h e
s q u a r e  o f  t h e  i n v e r s e  d i s t a n c e  r b e t w e e n  t h e  s e g m e n t  a n d  t h e  p o l e ,  a n d  t o  t h e  s i n e  o f  t h e
a n g l e  b e t w e e n  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  s e g m e n t  a n d  t h e  l i n e  j o i n i n g  t h e  s e g m e n t  t o  t h e  p o l e ,  a n d
( b )  d i r e c t e d  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  p l a n e  c o n t a i n i n g  t h o s e  l i n e s .  ( B i o t ,  1 8 2 4 ) .  W e  r e c o g n i z e  t h i s
a s  t h e  s t a n d a r d  e x p r e s s i o n  f o r  a n  i n c r e m e n t  o f  m a g n e t i c  f i e l d  dB  t i m e s  a  p o l e  s t r e n g t h  -  s e e
f o r  e x a m p l e  E q . ( 5 . 4 ) ,  p  1 7 5  o f  J a c k s o n  ( 1 9 9 8 ) .
A t  t h e  s a m e  t i m e  A m p ˝ e r e ,  i n  a  b r i l l i a n t  s e r i e s  o f  d e m o n s t r a t i o n s  b e f o r e  t h e  F r e n c h
A c a d e m y ,  s h o w e d ,  a m o n g  o t h e r  t h i n g s ,  t h a t  s m a l l  s o l e n o i d s  c a r r y i n g  c u r r e n t  b e h a v e d  i n  t h e
E a r t h ’ s  m a g n e t i c  f i e l d  a s  d i d  b a r  m a g n e t s ,  a n d  b e g a n  h i s  e x t e n s i v e  q u a n t i t a t i v e  o b s e r v a t i o n s
6o f  t h e  f o r c e s  b e t w e e n  c l o s e d  c i r c u i t s  c a r r y i n g  s t e a d y  c u r r e n t s .  T h e s e  c o n t i n u e d  o v e r  s e v e r a l
y e a r s ;  t h e  p a p e r s  w e r e  c o l l e c t e d  i n  a  m e m o i r  i n  1 8 2 6  ( A m p ˝ e r e ,  1 8 2 7 ) .
T h e  d i f f e r e n t  f o r m s  f o r  t h e  v e c t o r  p o t e n t i a l  i n  c l a s s i c a l  e l e c t r o m a g n e t i s m  a r o s e  f r o m
t h e  c o m p e t i n g  v e r s i o n s  o f  t h e  e l e m e n t a l  f o r c e  b e t w e e n  c u r r e n t  e l e m e n t s  a b s t r a c t e d  f r o m
A m p ˝ e r e ’ s  e x t e n s i v e  o b s e r v a t i o n s .  T h e s e  d i f f e r e n t  v e r s i o n s  a r i s e  b e c a u s e  o f  t h e  p o s s i b i l i t y  o f
a d d i n g  p e r f e c t  d i f f e r e n t i a l s  t o  t h e  e l e m e n t a l  f o r c e ,  e x p r e s s i o n s  t h a t  i n t e g r a t e  t o  z e r o  a r o u n d
c l o s e d  c i r c u i t s  o r  c i r c u i t s  e x t e n d i n g  t o  i n f i n i t y .   C o n s i d e r  t h e  t w o  c l o s e d  c i r c u i t s  C  a n d C’
c a r r y i n g  c u r r e n t s  I  a n d  I’ ,  r e s p e c t i v e l y ,  a s  s h o w n  i n  F i g .  1 .  A m p ˝ e r e  b e l i e v e d  t h a t  t h e  f o r c e
i n c r e m e n t  dF   b e t w e e n  d i f f e r e n t i a l  d i r e c t e d  c u r r e n t  s e g m e n t s  I  ds  a n d  I’dsÕ   w a s  a  c e n t r a l
f o r c e ,  t h a t  i s ,  d i r e c t e d  a l o n g  t h e  l i n e  b e t w e e n  t h e  s e g m e n t s .  H e  w r o t e  h i s  e l e m e n t a l  f o r c e  l a w
i n  c o m p a c t  f o r m  ( A m p ˝ e r e ,  1 8 2 7 ,  p .  3 0 2 ) ,
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w h e r e  t h e  c o n s t a n t  k =  1 /c 2  i n  G a u s s i a n  u n i t s .   T h e  d i s t a n c e  r  i s  t h e  m a g n i t u d e  o f
r  =  x  -  xÕ  ,  w h e r e  x  a n d  xÕ  a r e  t h e  c o o r d i n a t e s  o f  ds   =  n  ds  a n d  dsÕ  =  nÕ  ds’ .   I n  w h a t  f o l l o w s
w e  a l s o  u s e  t h e  u n i t  v e c t o r  ÿr  =  r/r  .   I n  v e c t o r  n o t a t i o n  a n d  G a u s s i a n  u n i t s ,  A m p ˝ e r e ’ s  f o r c e
r e a d s
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 . ( 3 )
I t  i s  i n t e r e s t i n g  t o  n o t e  t h a t  A m p ˝ e r e  h a s  t h e  e q u i v a l e n t  o f  t h i s  e x p r e s s i o n  a t  t h e  b o t t o m  o f  p .
2 5 3   i n  ( A m p ˝ e r e ,  1 8 2 7 )  i n  t e r m s  o f  t h e  c o s i n e s  d e f i n e d  b y  t h e  s c a l a r  p r o d u c t s .   H e  p r e f e r r e d ,
h o w e v e r ,  t o  s u p p r e s s  t h e  c o s i n e s  a n d  e x p r e s s  h i s  r e s u l t  i n  t e r m s  o f  t h e  d e r i v a t i v e s  o f  r  w i t h
r e s p e c t  t o  ds  a n d  ds’ ,  a s  i n  ( 2 ) .
T h e  f i r s t  o b s e r v a t i o n  t o  m a k e  i s  t h a t  t h e  a b s t r a c t e d  i n c r e m e n t  o f  f o r c e  dF   h a s  n o
p h y s i c a l  m e a n i n g  b e c a u s e  i t  v i o l a t e s  t h e  c o n t i n u i t y  o f  c h a r g e  a n d  c u r r e n t .  C u r r e n t s  c a n n o t
s u d d e n l y  m a t e r i a l i z e ,  f l o w  a l o n g  t h e  e l e m e n t s  ds a n d  ds’  a n d  t h e n  d i s a p p e a r  a g a i n .  T h e
e x p r e s s i o n  i s  o n l y  a n  i n t e r m e d i a t e  m a t h e m a t i c a l  c o n s t r u c t ,  p e r h a p s  u s e f u l ,  p e r h a p s  n o t ,  i n
f i n d i n g  a c t u a l  f o r c e s  b e t w e e n  r e a l  c i r c u i t s .  T h e  s e c o n d  o b s e r v a t i o n  i s  t h a t  t h e  f o r m  w i d e l y
u s e d  a t  p r e s e n t  ( s e e  E q . ( 5 . 8 ) ,  p .  1 7 7  o f  J a c k s o n  ( 1 9 9 8 )  f o r  t h e  i n t e g r a t e d  e x p r e s s i o n )  ,
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w a s  f i r s t  w r i t t e n  d o w n  i n d e p e n d e n t l y  i n  1 8 4 5  b y  N e u m a n n  ( E q . ( 2 ) ,  p .  6 4  o f  N e u m a n n ,  1 8 4 7 )
a n d  G r a s s m a n n  ( 1 8 4 5 ) * .  A l t h o u g h  n o t  h o w  t h e s e  a u t h o r s  a r r i v e d  a t  i t ,  o n e  w a y  t o
_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _
*  A  c o g e n t  d i s c u s s i o n  o f  A m p ˝ e r e ’ s  w o r k ,  h i s  r u n n i n g  d i s p u t e  w i t h  B i o t ,  a n d  a l s o
G r a s s m a n n ’ s  c r i t i c i s m s  a n d  a l t e r n a t i v e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  f o r c e ,  i s  g i v e n  i n  t h e  l i t t l e  b o o k  b y
T r i c k e r  ( 1 9 6 5 ) .   T r i c k e r  a l s o  g i v e s  t r a n s l a t i o n s  o f  p o r t i o n s  o f  t h e  p a p e r s  b y  O e r s t e d ,  A m p ˝ e r e ,
B i o t  a n d  S a v a r t ,  a n d  G r a s s m a n n .
_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _
u n d e r s t a n d  i t s  f o r m  i s  t o  r e c a l l  t h a t  a  c h a r g e  q’  i n  n o n r e l a t i v i s t i c  m o t i o n  w i t h  v e l o c i t y  vÕ
( t h i n k  o f  a  q u a s i - f r e e  e l e c t r o n  m o v i n g  t h r o u g h  t h e  s t a t i o n a r y  p o s i t i v e  i o n s  i n  a  c o n d u c t o r )
7g e n e r a t e s  a  m a g n e t i c  f i e l d  (BÕ ‚ q’vÕ à r/r3 ) .  T h r o u g h  t h e  L o r e n t z  f o r c e  l a w  F   =  q(E  ‘ +v à BÕ
/c ) ,  t h i s  f i e l d  p r o d u c e s  a  f o r c e  o n  a  s i m i l a r  c h a r g e  q  m o v i n g  w i t h  v e l o c i t y  v  i n  a  s e c o n d
c o n d u c t o r .   N o w   r e p l a c e  qv  a n d  q’vÕ   w i t h  Inds a n d  I’n’ds’.  W i t h  i t s  n o n - c e n t r a l  c o n t r i b u t i o n ,
i t  d o e s  n o t  a g r e e  w i t h  A m p ˝ e r e ’ s ,  b u t  t h e  d i f f e r e n c e s  v a n i s h  f o r  t h e  t o t a l  f o r c e  b e t w e e n  t w o
c l o s e d  c i r c u i t s ,  t h e  o n l y  m e a n i n g f u l  t h i n g .   I n  f a c t ,  t h e  f i r s t  t e r m  i n  ( 4 )  c o n t a i n s  a  p e r f e c t
d i f f e r e n t i a l  ,  n ¡ ÿ r  ˚ /r2  d s  =
-  d s °  ( 1 /r ) ,  w h i c h  g i v e s  a  z e r o  c o n t r i b u t i o n  w h e n  i n t e g r a t e d  o v e r  t h e  c l o s e d  p a t h  C  i n  F i g .  1 .
I f  w e  i g n o r e  t h i s  p a r t  o f  dF ,  t h e  r e s i d u e  a p p e a r s  a s  a  c e n t r a l  f o r c e  ( ! )  b e t w e e n  e l e m e n t s ,
a l t h o u g h  n o t  t h e  s a m e  a s  A m p ˝ e r e ’ s  c e n t r a l  f o r c e .
F a r a d a y ’ s  d i s c o v e r y  i n  1 8 3 1  o f  e l e c t r o m a g n e t i c  i n d u c t i o n  -  r e l a t i v e  m o t i o n  o f  a  m a g n e t
n e a r  a  c l o s e d  c i r c u i t  i n d u c e s  a  m o m e n t a r y  f l o w  o f  c u r r e n t  -  e x p o s e d  t h e  d i r e c t  l i n k  b e t w e e n
e l e c t r i c  a n d  m a g n e t i c  f i e l d s  ( F a r a d a y ,  1 8 3 9 ) .   T h e  e x p e r i m e n t a l  b a s i s  o f  q u a s i - s t a t i c
e l e c t r o m a g n e t i s m  w a s  n o w  e s t a b l i s h e d ,  a l t h o u g h  t h e  d i f f e r e n t i a l  f o r m s  o f  t h e  b a s i c  l a w s  w e r e
i n c o m p l e t e  a n d  M a x w e l l ’ s  c o m p l e t i o n  o f  t h e  d e s c r i p t i o n  w i t h  t h e  d i s p l a c e m e n t  c u r r e n t  w a s
s t i l l  3 4  y e a r s  i n  t h e  f u t u r e .  R e s e a r c h  t e n d e d  t o  c o n t i n u e  o n  t h e  b e h a v i o u r  o f  c u r r e n t - c a r r y i n g
c i r c u i t s  i n t e r a c t i n g  w i t h  m a g n e t s  o r  o t h e r  c i r c u i t s .  W h i l e  w o r k e r s  s p o k e  o f  i n d u c e d  c u r r e n t s ,
u s e  o f  O h m ’ s  l a w  m a d e  i t  c l e a r  t h a t  t h e y  h a d  i n  m i n d  i n d u c e d  e l e c t r i c  f i e l d s  a l o n g  t h e  c i r c u i t
e l e m e n t s .
F r a n z  E .  N e u m a n n  i n  1 8 4 5  a n d  1 8 4 7  a n a l y z e d  t h e  p r o c e s s  o f  e l e c t r o m a g n e t i c
i n d u c t i o n  i n  o n e  c i r c u i t  f r o m  t h e  r e l a t i v e  m o t i o n  o f  n e a r b y  m a g n e t s  a n d  o t h e r  c i r c u i t s
( N e u m a n n ,  1 8 4 7 ,  1 8 4 9 ) .  H e  i s  c r e d i t e d  b y  l a t e r  w r i t e r s  a s  h a v i n g  i n v e n t e d  t h e  v e c t o r
p o t e n t i a l ,  b u t  h i s  f o r m u l a s  a r e  a l w a y s  f o r  t h e  i n d u c e d  c u r r e n t  o r  i t s  i n t e g r a l  a n d  s o  a r e
p r o d u c t s  o f  q u a n t i t i e s  a m o n g  w h i c h  o n e  c a n  s e n s e  t h e  v e c t o r  p o t e n t i a l  o r  i t s  t i m e  d e r i v a t i v e
l u r k i n g ,  w i t h o u t  e x p l i c i t  d i s p l a y .   I n  t h e  l a t t e r  p a r t s  o f  h i s  p a p e r s ,  h e  a d o p t s  a  d i f f e r e n t  t a c k .
A s  m e n t i o n e d  a b o v e ,  h e  e x p r e s s e s  t h e  e l e m e n t a l  f o r c e  b e t w e e n  c u r r e n t  e l e m e n t s  i n  w h a t
a m o u n t s  t o  ( 4 ) .  H e  t h e n  o m i t s  t h e  p e r f e c t  d i f f e r e n t i a l  t o  a r r i v e  a t  a n  e x p r e s s i o n  f o r  t h e
e l e m e n t a l  f o r c e  dF   ( t h e  s e c o n d  t e r m  i n  ( 4 ) )  t h a t  i s  t h e  n e g a t i v e  g r a d i e n t  w i t h  r e s p e c t  t o  r  o f
a  m a g n e t i c  p o t e n t i a l  e n e r g y  dP.   F r o m  ( 4 )  w e  s e e  t h a t dP a n d  i t s  d o u b l e  i n t e g r a l  P ( o v e r  t h e
c i r c u i t s  i n  F i g .  1 )  a r e
   
dP  = - I I
'
c 2
 n ° n 'r  ds ds '  ;     P  =  - 
I I '
c 2
 n ° n 'r
C   C '
 ds ds ' 
  
 , ( 5 )
T h e  d o u b l e  i n t e g r a l  i n  ( 5 )  i s  t h e  d e f i n i t i o n  o f  t h e  m u t u a l  i n d u c t a n c e  o f  t h e  c i r c u i t s  C  a n d  C’ .
T h e  f o r c e  o n  c i r c u i t  C  i s  n o w  t h e  n e g a t i v e  g r a d i e n t  o f  P  w i t h  r e s p e c t  t o  a  s u i t a b l e  c o o r d i n a t e
d e f i n i n g  t h e  p o s i t i o n  o f  C ,  w i t h  b o t h  c i r c u i t s  k e p t  f i x e d  i n  o r i e n t a t i o n .   N e u m a n n ’ s  P  i s  t h e
n e g a t i v e  o f  t h e  m a g n e t i c  i n t e r a c t i o n  e n e r g y  W ,  d e f i n e d  n o w a d a y s  a s
W  =  Ic n ° A ' ds 
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w h e r e  AÕ  i s  t h e  v e c t o r  p o t e n t i a l  o f  t h e  c u r r e n t  I’  f l o w i n g  i n  c i r c u i t  C’.    F o r  a  g e n e r a l  c u r r e n t
d e n s i t y J(xÕ, t ) ,  t h i s  f o r m  o f  t h e  v e c t o r  p o t e n t i a l  i s
8A
N
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W e  h a v e  a t t a c h e d  a  s u b s c r i p t  N  t o  A  h e r e  t o  a s s o c i a t e  i t  w i t h  N e u m a n n ’ s  w o r k ,  a s  d i d
s u b s e q u e n t  i n v e s t i g a t o r s ,  e v e n  t h o u g h  h e  n e v e r  e x p l i c i t l y  d i s p l a y e d  ( 6 )  o r  ( 7 ) .
 I n d e p e n d e n t l y  a n d  a t  r o u g h l y  t h e  s a m e  t i m e  a s  N e u m a n n ,  i n  1 8 4 6  W i l h e l m  W e b e r
p r e s e n t e d  a  t h e o r y  o f  e l e c t r o m a g n e t i c  i n d u c t i o n ,  c o n s i d e r i n g  b o t h  r e l a t i v e  m o t i o n  a n d  t i m e -
v a r y i n g  c u r r e n t s  a s  s o u r c e s  o f  t h e  e l e c t r o m o t i v e  f o r c e  i n  t h e  s e c o n d a r y  c i r c u i t .  T o  t h i s  e n d ,  h e
i n t r o d u c e d  a  c e n t r a l  f o r c e  l a w  b e t w e e n  t w o  c h a r g e s  e  a n d  e’  i n  m o t i o n ,  c o n s i s t e n t  w i t h
A m p ˝ e r e ’ s  l a w  f o r  c u r r e n t - c a r r y i n g  c i r c u i t s  ( W e b e r ,  1 8 7 8 ,  1 8 4 8 ) .  W e b e r  a d o p t e d  t h e
h y p o t h e s i s  t h a t  c u r r e n t  f l o w  i n  a  w i r e  c o n s i s t s  o f  e q u a l  n u m b e r s  o f  c h a r g e s  o f  b o t h  s i g n s
m o v i n g  a t  t h e  s a m e  s p e e d ,  b u t  i n  o p p o s i t e  d i r e c t i o n s ,  r a t h e r  t h a n  t h e  g e n e r a l  v i e w  a t  t h e  t i m e
t h a t  c u r r e n t s  w e r e  c a u s e d  b y  t h e  f l o w  o f  t w o  e l e c t r i c a l  f l u i d s .  H e  t h u s  n e e d e d  a  b a s i c  f o r c e
l a w  b e t w e e n  c h a r g e s  t o  c a l c u l a t e  f o r c e s  b e t w e e n  c i r c u i t s .   P a r e n t h e t i c a l l y  w e  n o t e  t h a t  t h i s
h y p o t h e s i s ,  t o g e t h e r  w i t h  t h e  c o n v e n t i o n  t h a t  t h e  c u r r e n t  f l o w  w a s  m e a s u r e d  i n  t e r m s  o f  t h e
f l o w  o f  o n l y  o n e  s i g n  o f  c h a r g e ,  l e d  t o  t h e  a p p e a r a n c e  o f  f a c t o r s  o f  t w o  a n d  f o u r  i n  p e c u l i a r
p l a c e s ,  c a u s i n g  c o n f u s i o n  t o  t h e  u n w a r y .  W e  w r i t e  e v e r y t h i n g  w i t h  m o d e r n  c o n v e n t i o n s .
W e b e r ’ s  c e n t r a l  f o r c e  l a w ,  a d m i t t e d l y  a d  h o c  a n d  i n c o r r e c t  a s  a  f o r c e  b e t w e e n  c h a r g e s  i n
m o t i o n ,  i s   ( W e b e r ,  1 8 7 8 ,  p .  2 2 9 )
F  =  ee ’
r 2
 +  
ee ’
c 2
  1r  
d 2r
dt 2







     .             ( 8 )
T h e  f i r s t  t e r m  i s  j u s t  C o u l o m b ’ s  l a w .   T h e  i n g r e d i e n t s  o f  t h e  s e c o n d  p a r t  c a n  b e  e x p r e s s e d
e x p l i c i t l y  a s
dr
dt
  =  r ° (  v  -  v '  )   ;       d
2r
dt 2
  = r ° (  a  -  a ' )  +  1r   (  v  -  v '  )
2
 -  ( r ° ( v  -  v ' ) )
2
    
 
 , ( 9 )
w h e r e  v  a n d  a  ( v Õ  a n d  a Õ )  a r e  t h e  v e l o c i t y  a n d  a c c e l e r a t i o n  o f  t h e  c h a r g e  e  ( e ’ ) .   I f  w e  a d d  u p
t h e  f o r c e s  b e t w e e n  t h e  c h a r g e s  ±e  w i t h  v e l o c i t i e s  ±v  i n  t h e  o n e  c u r r e n t  a n d  t h o s e  ±e’  w i t h
v e l o c i t i e s  ±vÕ i n  t h e  o t h e r ,  a n d  i d e n t i f y  2ev  =  Inds  a n d  2e’vÕ =  I’nÕds’,  w e  o b t a i n  A m p ˝ e r e ’ s
e x p r e s s i o n  ( 3 ) .
I f  i n s t e a d  o f  t h e  f o r c e  b e t w e e n  c u r r e n t  e l e m e n t s ,  w e  c o n s i d e r  t h e  f o r c e  o n  a  c h a r g e  a t  r e s t  a t
x , t h e  p o s i t i o n  o f  nds, d u e  t o  t h e  c u r r e n t  e l e m e n t  I’nÕds’,  w e  f i n d  f r o m  W e b e r ’ s  f o r c e  l a w ,
d F   =   -  e
c 2r
 r  r ° n '  dI
'
dt
 ds '   , ( 1 0 )
w h e r e  dI’/dt   a r i s e s  f r o m  t h e  p r e s e n c e  o f  t h e  a c c e l e r a t i o n  aÕ .   W e b e r ’ s  a n a l y s i s  w a s  m o r e
c o m p l i c a t e d  t h a n  t h a t  j u s t  d e s c r i b e d  b e c a u s e  h e  t r e a t e d  r e l a t i v e  m o t i o n  a n d  t i m e  v a r i a t i o n  o f
t h e  i n d u c i n g  c u r r e n t  s i m u l t a n e o u s l y ,  b u t  f o r  c i r c u i t s  w i t h  n o  r e l a t i v e  m o t i o n  W e b e r  ( W e b e r ,
1 8 4 8 ,  p .  2 3 9 )  w r i t e s  t h e  i n d u c e d  e l e c t r o m o t i v e  f o r c e  i n  t h e  c i r c u i t ,  dE = dF¡n/e,  i n  t h i s  f o r m .
W e b e r  w r o t e  o n l y  t h e  c o m p o n e n t  o f  t h e  i n d u c e d  f o r c e  o r  e m f  a l o n g  t h e  e l e m e n t  nds,  b u t  i f  w e
i d e n t i f y  t h e  i n d u c e d  e l e c t r i c  f i e l d  a s  E  =  -  ( 1 /c )  Ç(dA)  /Çt, w i t h dA t h e  e l e m e n t a l  v e c t o r
p o t e n t i a l ,  w e  f i n d  f r o m  ( 1 0 )  dA  a n d  i t s  i n t e g r a l  A o v e r  t h e  i n d u c i n g  c i r c u i t C’  t o  b e
9d A  =    I 'cr r  r ° n '  ds  '   ;        A   =   
I '
c  
r  r ° n '
r  ds  ' 
C'
   
. ( 1 1 )
T h e  g e n e r a l i z a t i o n  o f  t h i s  f o r m  o f  t h e  v e c t o r  p o t e n t i a l  f o r  a  c u r r e n t  d e n s i t y  J (xÕ, t)  i s
A
W
( x , t )  =  1c  d
3x '  1r  r  r ° J ( x ' , t ) . ( 1 2 )
A s  w i t h  N e u m a n n ,  w e  a t t a c h  a  s u b s c r i p t  W   f o r  W e b e r  t o  t h i s  f o r m  o f  t h e  v e c t o r  p o t e n t i a l
e v e n  t h o u g h  h e  d i d  n o t  w r i t e  ( 1 1 )  o r  ( 1 2 )  e x p l i c i t l y .
B .   V e c t o r  p o t e n t i a l s  -  K i r c h h o f f  a n d  H e l m h o l t z
G u s t a v  K i r c h h o f f  w a s  t h e  f i r s t  t o  w r i t e  e x p l i c i t l y  ( i n  c o m p o n e n t  f o r m )  t h e  v e c t o r
p o t e n t i a l  ( 1 2 ) ;  h e  a l s o  w r o t e  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  i n d u c e d  c u r r e n t  d e n s i t y  a s  t h e
c o n d u c t i v i t y  t i m e s  t h e  n e g a t i v e  s u m  o f  t h e  g r a d i e n t  o f  t h e  s c a l a r  p o t e n t i a l  a n d  t h e  t i m e
d e r i v a t i v e  o f  t h e  v e c t o r  p o t e n t i a l  ( K i r c h h o f f ,  1 8 5 7 ,  p .  5 3 0 ) .  H e  a t t r i b u t e d  t h e  s e c o n d  t e r m  i n
t h e  s u m  t o  W e b e r ;  t h e  e x p r e s s i o n  ( 1 2 )  b e c a m e  k n o w n  a s  t h e  K i r c h h o f f - W e b e r  f o r m  o f  t h e
v e c t o r  p o t e n t i a l .   K i r c h h o f f  a p p l i e d  h i s  f o r m a l i s m  t o  a n a l y z e  t h e  t e l e g r a p h  a n d  c a l c u l a t e
i n d u c t a n c e s .
W e  n o t e  i n  p a s s i n g  t h a t  K i r c h h o f f  s h o w e d  ( c o n t r a r y  t o  w h a t  i s  i m p l i e d  b y  R o s e n f e l d ,
1 9 5 7 )  t h a t  t h e  W e b e r  f o r m  o f  A   a n d  t h e  a s s o c i a t e d  s c a l a r  p o t e n t i a l  Ï  s a t i s f y  t h e  r e l a t i o n  ( i n
m o d e r n  n o t a t i o n ) ,   ¡A   =  Ç Ï /c Çt  ,  t h e  f i r s t  p u b l i s h e d  r e l a t i o n  b e t w e e n  p o t e n t i a l s  i n  w h a t  w e
n o w  k n o w  a s  a  p a r t i c u l a r  g a u g e  ( K i r c h h o f f ,  1 8 5 7 ,  p . 5 3 2 - 5 3 3 ) .
I n  a n  i m p r e s s i v e ,  i f  r e p e t i t i v e ,  s e r i e s  o f  p a p e r s ,  H e r m a n n  v o n  H e l m h o l t z  ( 1 8 7 0 ,  1 8 7 2 ,
1 8 7 3 ,  1 8 7 4 )  c r i t i c i z e d  a n d  c l a r i f i e d  t h e  e a r l i e r  w o r k  o f  N e u m a n n ,  W e b e r ,  a n d  o t h e r s .   H e
c r i t i c i z e d  W e b e r ’ s  f o r c e  e q u a t i o n  f o r  l e a d i n g  t o  u n p h y s i c a l  b e h a v i o r  o f  c h a r g e d  b o d i e s  i n  s o m e
c i r c u m s t a n c e s ,  b u t  r e c o g n i z e d  t h a t  W e b e r ’ s  f o r m  o f  t h e  m a g n e t i c  e n e r g y  h a d  v a l i d i t y .
H e l m h o l t z  c o m p a r e d  t h e  N e u m a n n  a n d  W e b e r  f o r m s  o f  t h e  m a g n e t i c  e n e r g y  b e t w e e n  c u r r e n t
e l e m e n t s ,  dW  =  pII’ ds ds’/c2r ,  w i t h  p(Neumann) = n¡nÕ  a n d  p(Weber) = n¡r nÕ¡r ,  a n d  n o t e d
t h a t  t h e y  d i f f e r  b y  a  m u l t i p l e  o f  t h e  p e r f e c t  d i f f e r e n t i a l  ds ds’ (Ç2r/Çs Çs’) =
ds ds’(n¡r nÕ¡r - n¡nÕ)/r  .   T h u s  e i t h e r  f o r m  l e a d s  t o  t h e  s a m e  p o t e n t i a l  e n e r g y  a n d  f o r c e  f o r
c l o s e d  c i r c u i t s .   H e l m h o l t z  t h e n  g e n e r a l i z e d  t h e  e x p r e s s i o n s  o f  W e b e r  a n d  N e u m a n n  f o r  t h e
m a g n e t i c  e n e r g y  b e t w e e n  c u r r e n t  e l e m e n t s  b y  w r i t i n g  a  l i n e a r  c o m b i n a t i o n  ( H e l m h o l t z ,  1 8 7 0 ,
e q u a t i o n  ( 1 . ) ,  p .  7 6 ,  b u t  i n  m o d e r n  n o t a t i o n ) ,
dW  =  I I  '
2 c 2 r
  ( 1 + å ) n ° n '  +  ( 1 - å )  n ° r  n ' ° r   ds ds '    . ( 1 3 )
O b v i o u s l y ,  t h i s  l i n e a r  c o m b i n a t i o n  d i f f e r s  f r o m  e i t h e r  W e b e r ’ s  o r  N e u m a n n ’ s  e x p r e s s i o n s  b y  a
m u l t i p l e  o f  t h e  a b o v e  p e r f e c t  d i f f e r e n t i a l ,  a n d  s o  i s  c o n s i s t e n t  w i t h  A m p ˝ e r e ’ s  o b s e r v a t i o n s .
T h e  e q u i v a l e n t  l i n e a r  c o m b i n a t i o n  o f  t h e  v e c t o r  p o t e n t i a l s  ( 7 )  a n d  ( 1 2 )  i s




 =  
1
2
( 1  +  å )  A
N
 +  
1
2




. ( 1 4 )
å  =  1  g i v e s  t h e  N e u m a n n  f o r m ;  å  =  - 1  g i v e s  W e b e r .   H e l m h o l t z ’ s  g e n e r a l i z a t i o n  e x h i b i t s  a
o n e - p a r a m e t e r  c l a s s  o f  p o t e n t i a l s  t h a t  i s  e q u i v a l e n t  t o  a  f a m i l y  o f  v e c t o r  p o t e n t i a l s  o f  d i f f e r e n t
g a u g e s  i n  M a x w e l l ’ s  e l e c t r o d y n a m i c s .   I n  f a c t ,  i n  e q u a t i o n  ( 1 d . )  o n  p .  7 7 ,  h e  w r i t e s  t h e
c o n n e c t i o n  b e t w e e n  h i s  g e n e r a l i z a t i o n  a n d  t h e  N e u m a n n  f o r m  ( 7 )  a s  ( i n  m o d e r n  n o t a t i o n ) ,
A
å
  =   AN  +  
( 1  -  å )
2
 à Á   ,     w h e r e   Á   =  -  
1
c  r  °  J ( x ' , t) d
3x '   
.             ( 1 5 )
H e l m h o l t z  g o e s  o n  t o  s h o w  t h a t   Á  s a t i s f i e s  à
2
Á  =  2  Ç Ï /c Ç t  ,  w h e r e  Ï  i s  t h e  i n s t a n t a n e o u s
e l e c t r o s t a t i c  p o t e n t i a l ,  a n d  t h a t  Ï (x ,  t )  a n d  h i s  v e c t o r  p o t e n t i a l  A
å
(x ,  t )  a r e  r e l a t e d  b y  (ibid.,
e q u a t i o n  ( 3
a
. ) ,  p .  8 0 ,  i n  m o d e r n  n o t a t i o n )
à  °  A
å
 =  -  å Ç Ï
c Çt
   . ( 1 6 )
T h i s  r e l a t i o n  c o n t a i n s  t h e  c o n n e c t i o n  f o u n d  i n  1 8 5 7  b y  K i r c h h o f f  ( f o r  å  =  - 1 )  a n d  f o r m a l l y  t h e
c o n d i t i o n  f o u n d  i n  1 8 6 7  b y  L o r e n z  - s e e  b e l o w  -  b u t  H e l m h o l t z ’ s  r e l a t i o n  c o n n e c t s  o n l y  t h e
q u a s i - s t a t i c  p o t e n t i a l s ,  w h i l e  L o r e n z ’ s  r e l a t i o n  h o l d s  f o r  t h e  f u l l y  r e t a r d e d  p o t e n t i a l s .
H e l m h o l t z  i s  c l o s e  t o  e s t a b l i s h i n g  t h e  g a u g e  i n v a r i a n c e  o f  e l e c t r o m a g n e t i s m ,  b u t  t r e a t s  o n l y  a
r e s t r i c t e d  c l a s s  o f  g a u g e s  a n d  l a c k s  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  s c a l a r  a s  w e l l  a s  t h e  v e c t o r
p o t e n t i a l .
H e l m h o l t z  r e m a r k s  r a t h e r  i m p r e c i s e l y  t h a t  t h e  c h o i c e  o f  å  =  0  l e a d s  t o  M a x w e l l ’ s
t h e o r y .  T h e  r e s u l t i n g  v e c t o r  p o t e n t i a l ,  
A
M




J ( x ' ,  t )
r  +   
r  r ° J ( x ' ,  t )
r  d
3x'    , ( 1 7 )
c a n  b e  i d e n t i f i e d  w i t h  M a x w e l l  o n l y  b e c a u s e ,  a s  ( 1 6 )  s h o w s ,  i t  i s  t h e  q u a s i - s t a t i c  v e c t o r
p o t e n t i a l  f o u n d  f r o m  t h e  t r a n s v e r s e  c u r r e n t  f o r  ¡A  =  0 ,  M a x w e l l ’ s  p r e f e r r e d  c h o i c e  f o r  A .
M a x w e l l  n e v e r  w r o t e  d o w n  ( 1 7 ) .   I t  i s  r e l e v a n t  f o r  f i n d i n g  a n  a p p r o x i m a t e  L a g r a n g i a n  f o r  t h e
i n t e r a c t i o n  o f  c h a r g e d  p a r t i c l e s ,  c o r r e c t  t o  o r d e r  1 /c 2  -  s e e  S e c t i o n  I I . D .
W e  s e e  i n  t h e  e a r l y  h i s t o r y  t h e  a t t e m p t s  t o  e x t e n d  A m p ¸ e r e ’ s  c o n c l u s i o n s  o n  t h e
f o r c e s  b e t w e e n  c u r r e n t - c a r r y i n g  c i r c u i t s  t o  a  c o m p r e h e n s i v e  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  i n t e r a c t i o n  o f
c u r r e n t s  l a r g e l y  w i t h i n  t h e  f r a m e w o r k  o f  p o t e n t i a l  e n e r g y ,  i n  a n a l o g y  w i t h  e l e c t r o s t a t i c s .
C o m p e t i n g  d e s c r i p t i o n s  s t e m m e d  f r o m  t h e  a r b i t r a r i n e s s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  p o s t u l a t e d
e l e m e n t a l  i n t e r a c t i o n s  b e t w e e n  c u r r e n t  e l e m e n t s ,  a n  a r b i t r a r i n e s s  t h a t  v a n i s h e d  u p o n
i n t e g r a t i o n  o v e r  c l o s e d  c i r c u i t s .  T h e s e  d i f f e r e n c e s  l e d  t o  d i f f e r e n t  b u t  e q u i v a l e n t  f o r m s  f o r  t h e
v e c t o r  p o t e n t i a l .  T h e  f o c u s  w a s  o n  s t e a d y - s t a t e  c u r r e n t  f l o w  o r  q u a s i - s t a t i c  b e h a v i o r .
M e a n w h i l e ,  o t h e r s  w e r e  a d d r e s s i n g  t h e  p r o p a g a t i o n  o f  l i g h t  a n d  i t s  p o s s i b l e  c o n n e c t i o n  w i t h
e l e c t r i c i t y ,  e l e c t r i c  c u r r e n t s ,  a n d  m a g n e t i s m .  T h a t  e l e c t r i c i t y  w a s  d u e  t o  d i s c r e t e  c h a r g e s  a n d
e l e c t r i c  c u r r e n t s  t o  d i s c r e t e  c h a r g e s  i n  m o t i o n  w a s  a  m i n o r i t y  v i e w ,  w i t h  W e b e r   a  n o t a b l e
a d v o c a t e .   G r a d u a l l y ,  t h o s e  i d e a s  g a i n e d  c r e d e n c e  a n d  c h a r g e d  p a r t i c l e  d y n a m i c s  c a m e  u n d e r
1 1
s t u d y .  O u r  s t o r y  n o w  t u r n s  t o  t h e s e  d e v e l o p m e n t s  a n d  h o w  t h e  c o n c e p t  o f  d i f f e r e n t  g a u g e s
w a s  e l a b o r a t e d ,  a n d  b y  w h o s e  h a n d s .
C .   E l e c t r o d y n a m i c s  b y  M a x w e l l ,  L o r e n z ,  a n d  H e r t z
T h e  v e c t o r  p o t e n t i a l  p l a y e d  a n  i m p o r t a n t  r o l e  i n  M a x w e l l ’ s  e m e r g i n g  f o r m u l a t i o n  o f
e l e c t r o m a g n e t i c  t h e o r y  ( B o r k ,  1 9 6 7 ;  s e e  a l s o  E v e r i t t ,  1 9 7 5 ) .   H e  d e v e l o p e d  a n  a n a l y t i c
d e s c r i p t i o n  o f  F a r a d a y ’ s  i n t u i t i v e  i d e a  t h a t  a  c o n d u c t i n g  c i r c u i t  i n  a  m a g n e t i c  f i e l d  w a s  i n  a n
“ e l e c t r o - t o n i c  s t a t e , ”  r e a d y  t o  r e s p o n d  w i t h  c u r r e n t  f l o w  i f  t h e  m a g n e t i c  f l u x  l i n k i n g  i t  c h a n g e d
i n  t i m e  ( M a x w e l l ,  1 8 5 6 ) .  H e  i n t r o d u c e d  a  v e c t o r ,  “ e l e c t r o - t o n i c  i n t e n s i t y , ”  w i t h  v a n i s h i n g
d i v e r g e n c e ,  w h o s e  c u r l  i s  t h e  m a g n e t i c  f i e l d  B  o r  e q u i v a l e n t l y  w h o s e  l i n e  i n t e g r a l  a r o u n d  t h e
c i r c u i t  i s  r e l a t e d  b y  S t o k e s ’ s  t h e o r e m  t o  t h e  m a g n e t i c  f l u x  t h r o u g h  t h e  l o o p .  I n c l u d i n g  b o t h
t i m e - v a r y i n g  m a g n e t i c  f i e l d s  a n d  m o t i o n  o f  t h e  c i r c u i t  t h r o u g h  a n  i m h o m o g e n e o u s  f i e l d ,
M a x w e l l  e x p r e s s e d  t h e  e l e c t r o m o t i v e  f o r c e  ( i n  o u r  l a n g u a g e )  a s  cE  =  -  dA/dt = -ÇA/Çt +
(v¡) A .  M a x w e l l  c o n t r a s t s  h i s  m a t h e m a t i c a l  t r e a t m e n t  ( w h i c h  h e  d o e s  “ n o t  t h i n k  [ t h a t  i t ]
c o n t a i n s  e v e n  t h e  s h a d o w  o f  a  t r u e  p h y s i c a l  t h e o r y ” )  w i t h  t h a t  o f  W e b e r ,  w h i c h  h e  c a l l s  “ a
p r o f e s s e d l y  p h y s i c a l  t h e o r y  o f  e l e c t r o - d y n a m i c s ,  w h i c h  i s  s o  e l e g a n t ,  s o  m a t h e m a t i c a l ,  a n d  s o
e n t i r e l y  d i f f e r e n t  f r o m  a n y t h i n g  i n  t h i s  p a p e r , . . . . ”  ( M a x w e l l ,  1 8 5 6 ,  Sc. P. ,  V o l .  1 ,  p . 2 0 7 - 2 0 8 ) .
I n t e r e s t i n g l y ,  i n  t h e  i n t r o d u c t i o n  t o  ( M a x w e l l ,  1 8 6 5 ) ,  w h i l e  p r a i s i n g  W e b e r  a n d  C a r l
N e u m a n n ,  h e  d i s t a n c e s  h i m s e l f  f r o m  t h e m  i n  a v o i d i n g  c h a r g e d  p a r t i c l e s  a s  s o u r c e s ,  v e l o c i t y -
d e p e n d e n t  i n t e r a c t i o n s ,  a n d  a c t i o n - a t - a - d i s t a n c e ,  p r e f e r r i n g  t h e  m e c h a n i s m  o f  e x c i t e d  b o d i e s
a n d  t h e  p r o p a g a t i o n  o f  e f f e c t s  t h r o u g h  t h e  e t h e r .  S p e c i f i c a l l y  h e  s t a t e s  ( M a x w e l l ,  1 8 6 5 ,  Sc. P.
V o l .  1 ,  p .  5 2 8 ) :
" W e  t h e r e f o r e  h a v e  s o m e  r e a s o n  t o  b e l i e v e ,  f r o m  t h e  p h e n o m e n a  o f  l i g h t  a n d  h e a t ,  
t h a t  t h e r e  i s  a n  a e t h e r e a l  m e d i u m  f i l l i n g  s p a c e  a n d  p e r m e a t i n g  b o d i e s ,  c a p a b l e  o f  b e i n g
s e t  i n  m o t i o n  a n d  o f  t r a n s m i t t i n g  t h a t  m o t i o n  f r o m  o n e  p o i n t  t o  a n o t h e r ,  a n d  o f  
t r a n s m i t t i n g  t h a t  m o t i o n  t o  g r o s s  m a t t e r  s o  a s  t o  h e a t  i t  a n d  a f f e c t  i t  i n  v a r i o u s  w a y s . "
I n  t h i s  p a p e r  h e  a g a i n  a s s e r t s  h i s  a p p r o a c h  t o  t h e  v e c t o r  p o t e n t i a l ,  n o w  c a l l e d
“ e l e c t r o m a g n e t i c  m o m e n t u m , ”  w i t h  i t s  l i n e  i n t e g r a l  a r o u n d  a  c i r c u i t  c a l l e d  t h e  t o t a l
e l e c t r o m a g n e t i c  m o m e n t u m  o f  t h e  c i r c u i t .  T h e  c e n t r a l  r o l e  o f  t h e  v e c t o r  p o t e n t i a l  i n  M a x w e l l ’ s
t h i n k i n g  i s  e v i d e n c e d  i n  t h e  t a b l e  (op. cit.,  p .  5 6 1 )  w h e r e  i n  h i s  l i s t  o f  t h e  2 0  v a r i a b l e
q u a n t i t i e s  i n  h i s  e q u a t i o n s  (F, G, H)  ,  t h e  c o m p o n e n t s  o f  “ E l e c t r o m a g n e t i c  M o m e n t u m , ”  t o p
t h e  l i s t .  A  s i m i l a r  l i s t  i n  h i s  t r e a t i s e  ( M a x w e l l ,  1 8 7 3 ,  V o l .  2 ,  A r t .  6 1 8 ,  p . 2 3 6 )  h a s  t h e
e l e c t r o m a g n e t i c  m o m e n t u m  s e c o n d ,  a f t e r  t h e  c o o r d i n a t e s  o f  a  p o i n t .   I n  ( M a x w e l l ,  1 8 6 5 ,  Sc.
P. ,  V o l .  1 ,  p .  5 6 4 ) ,  h e  e x p l a i n s  t h e  u s e  o f  t h e  t e r m  “ e l e c t o m a g n e t i c  m o m e n t u m ”  a s  a  r e s u l t  o f
t h e  a n a l o g y  o f  t h e  m e c h a n i c a l  F  =  dp/dt a n d  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  cE  =  -  dA/dt ,  b u t  c a u t i o n s
t h a t  i t  i s  “ t o  b e  c o n s i d e r e d  a s  i l l u s t r a t i v e ,  n o t  a s  e x p l a n a t o r y . ”  *   A  c u r i o s i t y  i s  M a x w e l l ’ s
u s e  i n  h i s  t r e a t i s e  ( M a x w e l l ,  1 8 7 3 )  o f  a t  l e a s t  t h r e e  d i f f e r e n t  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  s a m e
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* T h e  a p t n e s s  o f  t h e  t e r m  e l e c t o m a g n e t i c  m o m e n t u m  g o e s  b e y o n d  M a x w e l l ’ s  a n a l o g y ;  i n  t h e
H a m i l t o n i a n  d y n a m i c s  o f  a  c h a r g e d  p a r t i c l e  t h e  c a n o n i c a l  m o m e n t u m  i s  P = p + eA/c  .
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q u a n t i t y  -   v e c t o r  p o t e n t i a l  ( S e c t s .  4 0 5 ,  5 9 0 ,  6 1 7 ) ,  e l e c t r o k i n e t i c  m o m e n t u m  ( S e c t s .  5 7 9 ,  5 9 0 ) ,
e l e c t r o m a g n e t i c  m o m e n t u m  ( S e c t s .  6 0 4 ,  6 1 8  ) .  
H e l m h o l t z ’ s  i d e n t i f i c a t i o n  o f  ( 1 7 )  w i t h  M a x w e l l  i s  b e c a u s e  M a x w e l l  p r e f e r r e d  ¡A = 0
w h e n  u s i n g  a n y  v e c t o r  p o t e n t i a l  ( M a x w e l l ,  1 8 6 5 ,  S e c t .  9 8 ,  p .  5 8 1 ;  M a x w e l l ,  1 8 7 3 ,  1 s t  e d . ,
S e c t s .  6 1 6 ,  6 1 7 ,   p .  2 3 5 - 2 3 6 ;  3 r d  e d . ,  p .  2 5 6 ) .   I n  ( M a x w e l l ,  1 8 7 3 )  h e  w r i t e s  t h e  v e c t o r
p o t e n t i a l  AÕ  i n  t h e  N e u m a n n  f o r m  ( 7 ) ,  b u t  w i t h  t h e  “ t o t a l  c u r r e n t , ”  c o n d u c t i o n  J  p l u s
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d i s p l a c e m e n t  ÇD/cÇt ,  i n s t e a d  o f  J  a l o n e .  [ W e  t r a n s c r i b e  h i s  n o t a t i o n  i n t o  p r e s e n t  d a y  n o t a t i o n
w h e r e  a p p r o p r i a t e . ]  H e  t h e n  w r i t e s  w h a t  i s  n o w  c a l l e d  t h e  g a u g e  t r a n s f o r m a t i o n  e q u a t i o n   A
=  AÕ - ç  ( M a x w e l l ,  1 8 7 3 ,  e q u a t i o n  ( 7 ) ,  S e c t .  6 1 6 ,  p .  2 3 5 ,  1 s t  e d . ,  p . 2 5 6 ,  3 r d  e d . )  a n d
o b s e r v e s :
“ T h e  q u a n t i t y  ç  d i s a p p e a r s  f r o m  t h e  e q u a t i o n s  ( A )  [B =   à A ]  a n d  i t  i s  n o t  r e l a t e d  
t o  a n y  p h y s i c a l  p h e n o m e n o n . ”
H e  g o e s  o n  t o  s a y  t h a t  h e  w i l l  s e t  ç  =  0 ,  r e m o v e  t h e  p r i m e  f r o m  AÕ  a n d  h a v e  i t  a s  t h e  t r u e
v a l u e  o f  t h e  v e c t o r  p o t e n t i a l .   T h e  v i r t u e  t o  M a x w e l l  o f  h i s  A  i s  t h a t
“ i t  i s  t h e  v e c t o r - p o t e n t i a l  o f  t h e  e l e c t r i c  c u r r e n t ,  s t a n d i n g  i n  t h e  s a m e  r e l a t i o n  t o  t h e  
e l e c t r i c  c u r r e n t  t h a t  t h e  s c a l a r  p o t e n t i a l  s t a n d s  t o  t h e  m a t t e r  o f  w h i c h  i t  i s  t h e  
p o t e n t i a l . ”
M a x w e l l ’ s  s t a t e m e n t  A = AÕ - ç  a n d  t h e  i n v a r i a n c e  o f  t h e  f i e l d s  u n d e r  t h i s  ( g a u g e )
t r a n s f o r m a t i o n  i s  o n e  o f  t h e  e a r l i e s t  e x p l i c i t  s t a t e m e n t s ,  m o r e  g e n e r a l  t h a n  H e l m h o l t z ’ s ,  b u t
h e  m i s s e s  s t a t i n g  t h e  a c c o m p a n y i n g  t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  s c a l a r  p o t e n t i a l  b e c a u s e  o f  h i s  u s e
o f  t h e  “ t o t a l  c u r r e n t ”  a s  t h e  s o u r c e  o f  t h e  v e c t o r  p o t e n t i a l .   I n  t h e  q u a s i - s t a t i c  l i m i t ,  t h e
e l i m i n a t i o n  o f  t h e  d i s p l a c e m e n t  c u r r e n t  i n  v a c u u m  i n  f a v o r  o f  t h e  p o t e n t i a l s  a n d  t h e i r  s o u r c e s
l e a d s  t o  ( 1 7 ) ,  t h e  f o r m  H e l m h o l t z  i d e n t i f i e d  w i t h  M a x w e l l .
T h e  D a n i s h  p h y s i c i s t  L u d v i g  V a l e n t i n  L o r e n z  i s  p e r h a p s  b e s t  k n o w n  f o r  h i s  p a i r i n g
w i t h  t h e  m o r e  f a m o u s  D u t c h  p h y s i c i s t  H e n d r i k  A n t o o n  L o r e n t z  i n  t h e  L o r e n z - L o r e n t z  r e l a t i o n
b e t w e e n  i n d e x  o f  r e f r a c t i o n  a n d  d e n s i t y .   I n  f a c t  h e  w a s  a  p i o n e e r  i n  t h e  t h e o r y  o f  l i g h t  a n d  i n
e l e c t r o d y n a m i c s ,  c o n t e m p o r a n e o u s  w i t h  M a x w e l l .   I n  1 8 6 2  h e  d e v e l o p e d  a  m a t h e m a t i c a l
t h e o r y  o f  l i g h t ,  u s i n g  t h e  b a s i c  k n o w n  f a c t s  ( t r a n s v e r s a l i t y  o f  v i b r a t i o n s ,  F r e s n e l ’ s  l a w s ) ,  b u t
a v o i d i n g  t h e  ( u n n e c e s s a r y ,  t o  h i m )  p h y s i c a l  m o d e l i n g  o f  a  m e c h a n i s t i c  e t h e r *  w i t h  b i z a r r e
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*  N o t a b l e  i n  t h i s  r e g a r d ,  b u t  s o m e w h a t  p e r i p h e r a l  t o  o u r  h i s t o r y  o f  g a u g e  i n v a r i a n c e ,  w a s
J a m e s  M a c C u l l a g h ’ s  e a r l y  d e v e l o p m e n t  o f  a  p h e n o m e n o l o g i c a l  t h e o r y  o f  l i g h t  a s  d i s t u r b a n c e s
p r o p a g a t i n g  i n  a  n o v e l  f o r m  o f  t h e  e l a s t i c  e t h e r ,  w i t h  t h e  p o t e n t i a l  e n e r g y  d e p e n d i n g  n o t  o n
c o m p r e s s i o n  a n d  d i s t o r t i o n  b u t  o n l y  o n  local rotation   o f  t h e  m e d i u m  i n  o r d e r  t o  m a k e  t h e  l i g h t
v i b r a t i o n s  p u r e l y  t r a n s v e r s e  ( M a c C u l l a g h ,  1 8 3 9 ;  W h i t t a k e r ,  1 9 5 1 ,  p .  1 4 1 - 4 ;  B u c h w a l d ,  1 9 8 5 ,
A p p e n d i x  2 ) .  M a c C u l l a g h ’ s  e q u a t i o n s  c o r r e s p o n d  ( w h e n  i n t e r p r e t e d  p r o p e r l y )  t o  M a x w e l l ’ s
e q u a t i o n s  f o r  f r e e  f i e l d s  i n  a n i s o t r o p i c  m e d i a .   W e  t h a n k  J o h n  P .  R a l s t o n  f o r  m a k i n g  a v a i l a b l e
h i s  u n p u b l i s h e d  m a n u s c r i p t  o n  M a c C u l l a g h ’ s  w o r k .
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 p r o p e r t i e s  i n  f a v o r  o f  a  p u r e l y  p h e n o m e n o l o g i c a l  m o d e l  ( L o r e n z ,  1 8 6 3 ) .   I n d e e d ,  i n  a  D a n i s h
p u b l i c a t i o n  ( L o r e n z ,  1 8 6 7 a )  h e  t o o k  a  v e r y  m o d e r n  s o u n d i n g  p o s i t i o n  o n  t h e  l u m i n i f e r o u s
e t h e r ,  s a y i n g ,
“ T h e  a s s u m p t i o n  o f  a n  e t h e r  w o u l d  b e  u n r e a s o n a b l e  b e c a u s e  i t  i s  a  n e w  n o n -
s u b s t a n t i a l  m e d i u m  w h i c h  h a s  b e e n  t h o u g h t  o f  o n l y  b e c a u s e  l i g h t  w a s  c o n c e i v e d  i n  t h e
s a m e  m a n n e r  a s  s o u n d  a n d  h e n c e  h a d  t o  b e  a  m e d i u m  o f  e x c e e d i n g l y  l a r g e  e l a s t i c i t y  
a n d  s m a l l  d e n s i t y  t o  e x p l a i n  t h e  l a r g e  v e l o c i t y  o f  l i g h t .  . . . . .  I t  i s  m o s t  u n s c i e n t i f i c  t o  
i n v e n t  a  n e w  s u b s t a n c e  w h e n  i t s  e x i s t e n c e  i s  n o t  r e v e a l e d  i n  a  m u c h  m o r e  d e f i n i t e  
w a y . ”  ( t r a n s l a t i o n  t a k e n  f r o m  K r a g h ,  1 9 9 1 ,  p .  4 6 9 0 ) .  
T h a t  s a m e  y e a r ,  t w o  y e a r s  a f t e r  M a x w e l l  ( 1 8 6 5 )  b u t  e v i d e n t l y  i n d e p e n d e n t l y ,  h e
p u b l i s h e d  a  p a p e r  e n t i t l e d  “ O n  t h e  I d e n t i t y  o f  t h e  V i b r a t i o n s  o f  L i g h t  w i t h  E l e c t r i c  C u r r e n t s , ”
( L o r e n z ,  1 8 6 7 b ) .   O n  p .  2 8 7 ,  a d d r e s s i n g  t h e  i s s u e  o f  t h e  d i s p a r i t i e s  b e t w e e n  t h e  n a t u r e  o f
e l e c t r i c i t y  ( t w o  f l u i d s ) ,  l i g h t  ( v i b r a t i o n s  o f  t h e  e t h e r ) ,  a n d  h e a t  ( m o t i o n  o f  m o l e c u l e s )  h a l f  a
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c e n t u r y  a f t e r  O e r s t e d ’ s  d i s c o v e r i e s ,  h e  l a m e n t s  t h e  a b s e n c e  o f  a  u n i t y  o f  f o r c e s .  H e
c o n t i n u e s ,
“ H e n c e  i t  w o u l d  p r o b a b l y  b e  b e s t  t o  a d m i t  t h a t  i n  t h e  p r e s e n t  s t a t e  o f  s c i e n c e  w e  c a n  
f o r m  n o  c o n c e p t i o n  o f  t h e  p h y s i c a l  r e a s o n  o f  f o r c e s  a n d  o f  t h e i r  w o r k i n g  i n  t h e  i n t e r i o r  
o f  b o d i e s ;  a n d  t h e r e f o r e  ( a t  p r e s e n t ,  a t  a l l  e v e n t s )  w e  m u s t  c h o o s e  a n o t h e r  w a y ,  f r e e  
f r o m  a l l  p h y s i c a l  h y p o t h e s e s ,  i n  o r d e r ,  i f  p o s s i b l e ,  t o  d e v e l o p e  ( s i c )  t h e o r y  s t e p  b y  
s t e p  i n  s u c h  a  m a n n e r  t h a t  t h e  f u r t h e r  p r o g r e s s  o f  a  f u t u r e  t i m e  w i l l  n o t  n u l l i f y  t h e  
r e s u l t s  o b t a i n e d . ”
A v o i d i n g  t h e  d i s t a s t e f u l  e t h e r ,  L o r e n z  f o l l o w s  K i r c h h o f f  i n  a t t r i b u t i n g  a  c o n d u c t i v i t y  t o
m a t e r i a l  m e d i a ,  a n d  a l s o  a  n e g l i g i b l y  s m a l l  b u t  n o t  z e r o  c o n d u c t i v i t y  f o r  “ e m p t y ”  s p a c e .  H e
t h u s  d e a l s  w i t h  c u r r e n t  d e n s i t i e s  r a t h e r  t h a n  e l e c t r i c  f i e l d s ,  w h i c h  h e  d e f i n e s  a c c o r d i n g  t o
O h m ’ s  l a w  (J = ßE ) ;  m a n y  o f  h i s  e q u a t i o n s  a r e  t h e  c u s t o m a r y  o n e s  w h e n  d i v i d e d  b y  t h e
c o n d u c t i v i t y  ß .   A f t e r  s t a t i n g  K i r c h h o f f ’ s  v e r s i o n  o f  t h e  s t a t i c  p o t e n t i a l s ,  i n  w h i c h  t h e  v e c t o r
p o t e n t i a l  i s  W e b e r ’ s  f o r m  ( 1 2 ) ,  h e  o b s e r v e s  t h a t  r e t a r d a t i o n  i s  n e c e s s a r y  t o  a c c o u n t  f o r  t h e
f i n i t e  s p e e d  o f  p r o p a g a t i o n  o f  l i g h t  a n d ,  h e  s u p p o s e s ,  e l e c t r o m a g n e t i c  d i s t u r b a n c e s  i n  g e n e r a l .
H e  g e n e r a l i z e s  t h e  s t a t i c  s c a l a r  a n d  v e c t o r  p o t e n t i a l s  t o  t h e  f a m i l i a r  e x p r e s s i o n s ,  o f t e n
a t t r i b u t e d  t o  L o r e n t z ,  b y  i n t r o d u c t i o n  o f   Æ „  (  L o r e n z ,  1 8 6 7 b ,  p . 2 8 9 ,  [ P h i l .  M a g . ] )  a s  h i s  s c a l a r
p o t e n t i a l  a n d  å ,  ∫ ,  ©  (  ibid.,  p .  2 9 1 )  a s  t h e  c o m p o n e n t s  o f  h i s  v e c t o r  p o t e n t i a l .  I n  m o d e r n
n o t a t i o n  t h e s e  a r e
Ï ( x ,  t )   =   
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t h e  l a t t e r  b e i n g  t h e  r e t a r d e d  f o r m  o f  t h e  N e u m a n n  v e r s i o n  ( 7 ) .  A f t e r  s h o w i n g  t h a t  a l l  k n o w n
f a c t s  o f  e l e c t r i c i t y  a n d  m a g n e t i s m  ( a t  t h a t  t i m e  a l l  q u a s i - s t a t i c )  a r e  c o n s i s t e n t  w i t h  t h e
r e t a r d e d  p o t e n t i a l s  a s  m u c h  a s  w i t h  t h e  s t a t i c  f o r m s ,  h e  p r o c e e d s  t o  d e r i v e  e q u a t i o n s  f o r  t h e
f i e l d s  t h a t  a r e  t h e  M a x w e l l  e q u a t i o n s  w e  k n o w ,  w i t h  a n  O h m ’ s  l a w  c o n t r i b u t i o n  f o r  t h e
a s s u m e d  c o n d u c t i n g  m e d i u m .  H e  p o i n t s  o u t  t h a t  t h e s e  e q u a t i o n s  a r e  e q u i v a l e n t  t o  t h o s e  o f
h i s  1 8 6 2  p a p e r  o n  l i g h t  a n d  p r o c e e d s  t o  d i s c u s s  l i g h t  p r o p a g a t i o n  a n d  a t t e n u a t i o n  i n  m e t a l s ,  i n
d i e l e c t r i c s ,  i n  e m p t y  s p a c e ,  a n d  t h e  a b s e n c e  o f  f r e e  c h a r g e  w i t h i n  c o n d u c t o r s .  H e  a l s o  w o r k s
b a c k w a r d  f r o m  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  t o  o b t a i n  t h e  r e t a r d e d  s o l u t i o n s  f o r  t h e  p o t e n t i a l s
a n d  t h e  e l e c t r i c  f i e l d  i n  t e r m s  o f  t h e  p o t e n t i a l s  i n  o r d e r  t o  e s t a b l i s h  c o m p l e t e l y  t h e
e q u i v a l e n c e  o f  h i s  t h e o r i e s  o f  l i g h t  a n d  e l e c t r o m a g n e t i s m .
I n  t h e  c o u r s e  o f  d e r i v i n g  h i s  “ M a x w e l l  e q u a t i o n s , ”  L o r e n z  e s t a b l i s h e s  t h a t  h i s
r e t a r d e d  p o t e n t i a l s  a r e  s o l u t i o n s  o f  t h e  w a v e  e q u a t i o n  a n d  a l s o  m u s t  s a t i s f y  t h e  c o n d i t i o n ,
d Æ „ / d t  =  - 2 ( d å / d x  +  d ∫ / d y  +  d © / d z )  (ibid., p .  2 9 4 )  o r  i n  m o d e r n  n o t a t i o n  a n d  u n i t s ,
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. ( 1 9 )
T h i s  e q u a t i o n ,  n o w  a l m o s t  u n i v e r s a l l y  c a l l e d  t h e  “ L o r e n t z  c o n d i t i o n , ”  i s  s e e n  t o  o r i g i n a t e
w i t h  L o r e n z  m o r e  t h a n  2 5  y e a r s  b e f o r e  L o r e n t z .  I n  d i s c u s s i n g  t h e  q u a s i - s t a t i c  l i m i t ,  L o r e n z
r e m a r k s  ( p .  2 9 2 )  t h a t  t h e  r e t a r d e d  p o t e n t i a l s  ( i n  m o d e r n ,  c o r r e c t e d  t e r m s ,  t h e  “ L o r e n z ”
g a u g e  p o t e n t i a l s )  g i v e  t h e  s a m e  f i e l d s  a s  t h e  i n s t a n t a n e o u s  s c a l a r  p o t e n t i a l  a n d  a  v e c t o r
p o t e n t i a l  t h a t  i s  “ a  m e a n  b e t w e e n  W e b e r ’ s  a n d  N e u m a n n ’ s  t h e o r i e s , ”  n a m e l y ,  ( 1 7 ) ,
a p p r o p r i a t e  f o r  M a x w e l l ’ s  c h o i c e  o f   ¡A  =  0 .  W i t h o u t  e x p l i c i t  r e f e r e n c e ,  L o r e n z  w a s
a p p a r e n t l y  a w a r e  o f  a n d  m a d e  u s e  o f  w h a t  w e  c a l l  g a u g e  t r a n s f o r m a t i o n s .
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L o r e n z ’ s  p a p e r  m a k e s  n o  r e f e r e n c e  t o  M a x w e l l .  I n d e e d ,  h e  o n l y  c i t e s  h i m s e l f ,  b u t  b y
1 8 6 8  M a x w e l l  h a d  r e a d  L o r e n z ’ s  p a p e r  a n d  i n  h i s  Treatise ,  a t  t h e  e n d  o f  t h e  c h a p t e r  g i v i n g
h i s  e l e c t r o m a g n e t i c  t h e o r y  o f  l i g h t ,  h e  m e n t i o n s  L o r e n z ’ s  w o r k  a s  c o v e r i n g  e s s e n t i a l l y  t h e
s a m e  g r o u n d  ( M a x w e l l ,  1 9 7 3 ,  1 s t  e d . ,  N o t e  a f t e r  S e c t .  8 0 5 ,  p .  3 9 8 ;  3 r d  e d . ,  p .  4 4 9 - 4 5 0 ) .
A l t h o u g h  L o r e n z  m a d e  a  n u m b e r  o f  c o n t r i b u t i o n s  t o  o p t i c s  a n d  e l e c t r o m a g n e t i s m  d u r i n g  h i s
c a r e e r  ( K r a g h ,  1 9 9 1 ,  1 9 9 2 ) ,  h i s  p i o n e e r i n g  p a p e r s  w e r e  s o o n  f o r g o t t e n .  A  m a j o r  c o n t r i b u t i n g
f a c t o r  w a s  s u r e l y  M a x w e l l ’ s  o b j e c t i o n  t o  t h e  r e t a r d e d  p o t e n t i a l s  o f  R i e m a n n  ( 1 8 6 7 )  a n d
L o r e n z  ( 1 8 6 7 ) :
“ F r o m  t h e  a s s u m p t i o n s  o f  b o t h  t h e s e  p a p e r s  w e  m a y  d r a w  t h e  c o n c l u s i o n s ,  f i r s t ,  t h a t  
a c t i o n  a n d  r e a c t i o n  a r e  n o t  a l w a y s  e q u a l  a n d  o p p o s i t e ,  a n d  s e c o n d ,  t h a t  a p p a r a t u s  
m a y  b e  c o n s t r u c t e d  t o  g e n e r a t e  a n y  a m o u n t  o f  w o r k  f r o m  i t s  r e s o u r c e s . ”  ( M a x w e l l ,  
1 8 6 8 ,  Sc. P., V o l .  2 ,  p .  1 3 7 ) .
G i v e n  t h e  s a n c t i t y  o f  N e w t o n ’ s  t h i r d  l a w  a n d  t h e  c o n s e r v a t i o n  o f  e n e r g y ,  a n d  M a x w e l l ’ s
s t a t u r e ,  s u c h  c r i t i c i s m  w o u l d  b e  d e v a s t a t i n g .   I t  i s  i r o n i c  t h a t  t h e  p e r s o n  w h o  a l m o s t   i n v e n t e d
e l e c t r o m a g n e t i c  m o m e n t u m  a n d  w h o  s h o w e d  t h a t  a l l  e l e c t r o m a g n e t i c  e f f e c t s  p r o p a g a t e  w i t h
t h e  s p e e d  o f  l i g h t  d i d  n o t  r e c o g n i z e  t h a t  t h e  m o m e n t u m  o f  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d s  n e e d e d
t o  b e  t a k e n  i n t o  a c c o u n t  i n  N e w t o n ’ s  t h i r d  l a w .  L o r e n z  d i e d  i n  1 8 9 1 ,  i n a d e q u a t e l y  r e c o g n i z e d
t h e n  o r  l a t e r .   I n  f a c t ,  b y  1 9 0 0  h i s  n a m e  h a d  d i s a p p e a r e d  f r o m  t h e  m a i n s t r e a m  l i t e r a t u r e  o n
e l e c t r o m a g n e t i s m .
A n  i n t e r e s t i n g  f o o t n o t e  o n  t h e  L o r e n z  c o n d i t i o n  ( 1 9 )  i s  t h a t  i n  1 8 8 8 ,  t w e n t y  y e a r s
l a t e r ,  F i t z G e r a l d ,  t r y i n g  t o  i n c o r p o r a t e  a  f i n i t e  s p e e d  o f  p r o p a g a t i o n  i n t o  h i s  m e c h a n i c a l
“ w h e e l  a n d  b a n d ”  m o d e l  o f  t h e  e t h e r ,  w a s  b o t h e r e d  b y  t h e  i n s t a n t a n e o u s  c h a r a c t e r  o f
M a x w e l l ’ s  s c a l a r  p o t e n t i a l .  H i s  m o d e l  w o u l d  a c c o m m o d a t e  n o  s u c h  i n s t a n t a n e o u s  b e h a v i o r .
R e a l i z i n g  t h a t  i t  w a s  a  c o n s e q u e n c e  o f  ¡A  =  0 ,  h e  p r o p o s e d  ( 1 9 )  a n d  f o u n d  t h e  s t a n d a r d
w a v e  e q u a t i o n  o f  p r o p a g a t i o n  f o r  b o t h  Ï  a n d  A .  ( H u n t ,  1 9 9 1 ,  p .  1 1 5 - 1 1 8 ) .  
T h e  m i s t a k e n  a t t r i b u t i o n  o f  ( 1 9 )  t o  L o r e n t z  w a s  p o i n t e d  o u t  b y  O ’ R a h i l l y  ( 1 9 3 8 ) ,  V a n
B l a d e l  ( 1 9 9 1 ) ,  a n d  o t h e r s .  T h a t  L o r e n z ,  n o t  L o r e n t z ,  w a s  t h e  f a t h e r  o f  t h e  r e t a r d e d  p o t e n t i a l s
( 1 8 )  w a s  f i r s t  p o i n t e d  o u t  b y  W h i t t a k e r  ( 1 9 5 1 ,  p . 2 6 8 )  b u t  h e  m i s t a k e n l y  s t a t e s  (ibid., p . 3 9 4 )
t h a t  L e v i - C i v i t a  w a s  t h e  f i r s t  t o  s h o w  ( i n  1 8 9 7 )  t h a t  p o t e n t i a l s  d e f i n e d  b y  t h e s e  i n t e g r a l s
s a t i s f y  ( 1 9 ) .  L e v i - C i v i t a  i n  f a c t  d o e s  j u s t  w h a t  L o r e n z  d i d  i n  1 8 6 7 .   L o r e n t z ’ s  o w n  u s e  o f  t h e
L o r e n z  c o n d i t i o n  i s  d i s c u s s e d  b e l o w .
H e i n r i c h  H e r t z  i s  m o s t  f a m o u s  f o r  h i s  e x p e r i m e n t s  i n  t h e  1 8 8 0 s  d e m o n s t r a t i n g  t h e  f r e e
p r o p a g a t i o n  o f   e l e c t r o m a g n e t i c  w a v e s  ( H e r t z ,  1 8 9 2 ) ,  b u t  h e  i s  e q u a l l y  i m p o r t a n t  f o r  h i s
t h e o r e t i c a l  v i e w p o i n t .   I n  1 8 8 4 ,  b e g i n n i n g  w i t h  t h e  q u a s i - s t a t i c ,  i n s t a n t a n e o u s  e l e c t r i c  a n d
m a g n e t i c  v e c t o r  p o t e n t i a l s  o f  H e l m h o l t z  e t  a l ,  h e  d e v e l o p e d  a n  i t e r a t i o n  s c h e m e  t h a t  l e d  t o
w a v e  e q u a t i o n s  f o r  t h e  p o t e n t i a l s  a n d  t o  t h e  M a x w e l l  e q u a t i o n s  i n  f r e e  s p a c e  f o r  t h e  f i e l d s
( H e r t z ,  1 8 9 6 ,  Electric Waves, p . 2 7 3 - 2 9 0 ) .   H i s  i t e r a t i v e  a p p r o a c h  s h o w e d  o n e  p a t h  f r o m  t h e
a c t i o n - a t - a - d i s t a n c e  p o t e n t i a l s  t o  t h e  d y n a m i c a l  M a x w e l l  e q u a t i o n s  f o r  t h e  f i e l d s .   H e r t z
(ibid .,  p . 2 8 6 )  s t a t e s  t h a t  b o t h
“ R i e m a n n  i n  1 8 5 8  a n d  L o r e n z  i n  1 8 6 7 ,  w i t h  a  v i e w  t o  a s s o c i a t i n g  o p t i c a l  a n d  e l e c t r i c a l  
p h e n o m e n a  w i t h  o n e  a n o t h e r ,  p o s t u l a t e d  t h e  s a m e  o r  q u i t e  s i m i l a r  l a w s  f o r  t h e  
p r o p a g a t i o n  o f  t h e  p o t e n t i a l s .  T h e s e  i n v e s t i g a t o r s  r e c o g n i z e d  t h a t  t h e s e  l a w s  i n v o l v e  
t h e  a d d i t i o n  o f  n e w  t e r m s  t o  t h e  f o r c e s  w h i c h  a c t u a l l y  o c c u r  i n  e l e c t r o m a g n e t i c s ;  a n d  
t h e y  j u s t i f y  t h i s  b y  p o i n t i n g  o u t  t h a t  t h e s e  n e w  t e r m s  a r e  t o o  s m a l l  t o  b e  
e x p e r i m e n t a l l y  o b s e r v a b l e .   B u t  w e  s e e  t h a t  t h e  a d d i t i o n  o f  t h e s e  t e r m s  i s  f a r  f r o m  
n e e d i n g  a n y  a p o l o g y .  I n d e e d  t h e i r  a b s e n c e  w o u l d  n e c e s s a r i l y  i n v o l v e  c o n t r a d i c t i o n  o f  
p r i n c i p l e s  w h i c h  a r e  q u i t e  g e n e r a l l y  a c c e p t e d . ”
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I t  s e e m s  t h a t  H e r t z  d i d  n o t  f u l l y  a p p r e c i a t e  t h a t ,  w h i l e  L o r e n z ’ s  p a t h  f r o m  p o t e n t i a l s  t o  f i e l d
e q u a t i o n s  w a s  d i f f e r e n t  i n  d e t a i l  f r o m  h i s ,  L o r e n z  a c c o m p l i s h e d  t h e  s a m e  r e s u l t  1 7  y e a r s
e a r l i e r .   L o r e n z  w a s  n o t  a p o l o g i z i n g ,  b u t  j u s t i f y i n g  h i s  a d o p t i o n  o f  t h e  r e t a r d e d  p o t e n t i a l s  a s
t h e  n e c e s s a r y  g e n e r a l i z a t i o n ,  s t i l l  i n  a g r e e m e n t  w i t h  t h e  k n o w n  f a c t s  o f  e l e c t r i c i t y  a n d
m a g n e t i s m .  T h e y  w e r e  h i s  s t a r t i n g  p o i n t  f o r  o b t a i n i n g  h i s  f o r m  o f  t h e  M a x w e l l  e q u a t i o n s .
S i x  y e a r s  l a t e r ,  H e r t z  ( H e r t z ,  1 8 9 2 ,  p . 1 9 3 - 2 6 8 )  a d d r e s s e d  e l e c t r o d y n a m i c s  f o r  b o d i e s
a t  r e s t  a n d  i n  m o t i o n .   H e  d i s c u s s e d  v a r i o u s  a p p l i c a t i o n s ,  w i t h  t h e  f i e l d s  a l w a y s  t o  t h e  f o r e
a n d  t h e  s c a l a r  a n d  v e c t o r  p o t e n t i a l s  s e c o n d a r y .  I n  t h i s  e n d e a v o r  h e  m a d e  c o m m o n  c a u s e  w i t h
H e a v i s i d e ,  t o  w h o m  h e  g i v e s  p r i o r  c r e d i t  ( H u n t ,  1 9 9 1 ,  p .  1 2 2 - 1 2 8 ) .  B o t h  m e n  b e l i e v e d  t h e
p o t e n t i a l s  w e r e  u n n e c e s s a r y  a n d  c o n f u s i n g .  I n  c a l c u l a t i o n s  H e r t z  a p p a r e n t l y  a v o i d e d  t h e m  a t
a l l  c o s t s ;  H e a v i s i d e  u s e d  t h e m  s p a r i n g l y  ( O ’ H a r a  a n d  P r i c h a ,  1 9 8 7 ,  p . 5 8 ,  6 2 ,  6 6 - 6 7 ) .  B y  u s i n g
o n l y  t h e  f i e l d s ,  H e r t z  a v o i d e d  t h e  i s s u e  o f  d i f f e r e n t  f o r m s  o f  t h e  p o t e n t i a l s  -  h i s  f o r m a l i s m  w a s
g a u g e  i n v a r i a n t ,  b y  d e f i n i t i o n * .
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*  H e r t z  d i d  n o t  a v o i d  p o t e n t i a l s  e n t i r e l y .  H i s  n a m e  i s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  “ p o l a r i z a t i o n
p o t e n t i a l s ”  o f  r a d i a t i o n  p r o b l e m s .
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D .   C h a r g e d  p a r t i c l e  d y n a m i c s  -  C l a u s i u s ,  H e a v i s i d e ,  a n d  L o r e n t z  ( 1 8 9 2 )
W e  h a v e  a l r e a d y  d e s c r i b e d  W e b e r ’ s  f o r c e  e q u a t i o n  ( 8 )  f o r  t h e  i n t e r a c t i o n  o f  c h a r g e d
p a r t i c l e s .   W h i l e  i t  p e r m i t t e d  W e b e r  t o  d e d u c e  t h e  c o r r e c t  f o r c e  b e t w e e n  c l o s e d  c u r r e n t -
c a r r y i n g  c i r c u i t s ,  i t  d o e s  n o t  e v e n  r e m o t e l y  a g r e e  t o  o r d e r  1 /c 2  w i t h  t h e  f o r c e  b e t w e e n  t w o
c h a r g e s  i n  m o t i o n .  I t  a l s o  i m p l i e s  i n h e r e n t l y  u n p h y s i c a l  b e h a v i o r ,  a s  s h o w n  b y  H e l m h o l t z
( 1 8 7 3 ) .  W e b e r ’ s  w o r k  w a s  i m p o r t a n t  n e v e r t h e l e s s  i n  i t s  f o c u s  o n  c h a r g e d  p a r t i c l e s  i n s t e a d  o f
c u r r e n t s  a n d  i t s  i n i t i a t i o n  o f  t h e  K i r c h h o f f - W e b e r  f o r m  o f  t h e  v e c t o r  p o t e n t i a l .
A  s i g n i f i c a n t  v a r i a t i o n  o n  c h a r g e d  p a r t i c l e  d y n a m i c s ,  c l o s e r  t o  t h e  t r u t h  t h a n  W e b e r ’ s ,
w a s  p r o p o s e d  b y  R u d o l f  J u l i u s  E m a n u e l  C l a u s i u s  ( 1 8 7 7 ,  1 8 8 0 ) .   S t r u c k  b y  H e l m h o l t z ’ s
d e m o n s t r a t i o n  o f  t h e  e q u i v a l e n c e  o f  W e b e r ’ s  a n d  N e u m a n n ’ s  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  i n t e r a c t i o n
o f  c h a r g e s  o r  c u r r e n t  e l e m e n t s ,  C l a u s i u s  c h o s e  t o  w r i t e  L a g r a n g e ’ s  e q u a t i o n s  w i t h  a n
i n t e r a c t i o n  o f  t w o  c h a r g e d  p a r t i c l e s  e  a n d  e’ t h a t  a m o u n t s  t o  a n  i n t e r a c t i o n  L a g r a n g i a n  o f  t h e
f o r m , *
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*   P r i o r  t o  t h e  e n d  o f  t h e  1 9 t h  c e n t u r y  i n  m e c h a n i c s  a n d  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h e  2 0 t h  c e n t u r y  i n
e l e c t r o d y n a m i c s  t h e  c o m p a c t  n o t a t i o n  o f  L  f o r  T - V  w a s  r a r e l y  u s e d  i n  w r i t i n g  L a g r a n g e ’ s
e q u a t i o n s .  W e  u s e  t h e  m o d e r n  n o t a t i o n  Lint   a s  a  c o n v e n i e n t  s h o r t h a n d  d e s p i t e  i t s  a b s e n c e  i n
t h e  p a p e r s  c i t e d .
_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _
Lint  =   ee 'r   - 1 + 
v ° v '
c 2
         
, ( 2 0 )
G e n e r a l i z e d  t o  o n e  c h a r g e  e  i n t e r a c t i n g  w i t h  m a n y ,  t r e a t e d  a s  c o n t i n u o u s  c h a r g e  a n d  c u r r e n t
d e n s i t i e s  ( ® ,  J ) ,  t h i s  L a g r a n g i a n  r e a d s
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Lint   =   e   - Ï ( x ,  t ) + 1c v ° A N ( x ,  t )          , ( 2 1 )
w h e r e  Ï  i s  t h e  i n s t a n t a n e o u s  C o u l o m b  p o t e n t i a l  a n d  AN  i s  t h e  i n s t a n t a n e o u s  N e u m a n n
p o t e n t i a l  ( 7 )  w i t h  a  t i m e - d e p e n d e n t  c u r r e n t .  T h e  i n t e r a c t i o n  ( 2 0 ) ,  i n h e r e n t  i n  N e u m a n n ’ s
e a r l i e r  w o r k  o n  c u r r e n t s ,  i s  a  c o n s i d e r a b l e  s t e p  f o r w a r d  i n  t h e  c o n t e x t  o f  c h a r g e d  p a r t i c l e
i n t e r a c t i o n s ,  b u t  i t s  i n s t a n t a n e o u s  a c t i o n - a t - a - d i s t a n c e  s t r u c t u r e  m e a n s  t h a t  i t  i s  n o t  a  t r u e
d e s c r i p t i o n ,  e v e n   t o  o r d e r  1 /c 2 .  ( T h e  f o r c e  d e d u c e d  f r o m  i t  h a s  t h e  c o r r e c t  m a g n e t i c  f i e l d
c o u p l i n g  t o  o r d e r  1 /c 2 ,  b u t  l a c k s  s o m e  o f  t h e  c o r r e s p o n d i n g  c o r r e c t i o n s  t o  t h e  e l e c t r i c  f i e l d
c o n t r i b u t i o n . )
 I n  a n  i m p r e s s i v e  p a p e r ,  O l i v e r  H e a v i s i d e  ( 1 8 8 9 )  c h o s e  ¡A = 0   ( s o  t h a t  t h e
i n s t a n t a n e o u s  C o u l o m b  f i e l d  i s  e x a c t )  a n d  c o n s t r u c t e d  t h e  a p p r o p r i a t e  v e c t o r  p o t e n t i a l ,  ( 1 7 )
f o r  a  p o i n t  s o u r c e ,  t o  g i v e  t h e  v e l o c i t y - d e p e n d e n t  i n t e r a c t i o n  c o r r e c t  t o  o r d e r  1 /c 2  ( H e a v i s i d e ,
1 8 8 9 ,  p . 3 2 8 ,  E q . ( 8 ) ) .  F o r  t w o  c h a r g e s  e  a n d  e’  w i t h v e l o c i t i e s v  a n d  vÕ ,  r e s p e c t i v e l y ,  h i s
r e s u l t s  a r e  e q u i v a l e n t  t o  t h e  i n t e r a c t i o n  L a g r a n g i a n ,
Lint   =   e e 'r   - 1 + 
1
2c 2
( v ° v '  +  r ° v  r ° v '  )          
. ( 2 2 )
H e a v i s i d e  a l s o  d e r i v e d  t h e  m a g n e t i c  p a r t  o f  t h e  L o r e n t z  f o r c e .   H i s  c o n t r i b u t i o n s ,  l i k e
L o r e n z ’ s ,  w e r e  l a r g e l y  i g n o r e d  s u b s e q u e n t l y .  D a r w i n  ( 1 9 2 0 )  d e r i v e d  ( 2 2 )  b y  a n o t h e r  m e t h o d
w i t h  n o  r e f e r e n c e  t o  H e a v i s i d e  a n d  a p p l i e d  i t  t o  p r o b l e m s  i n  t h e  o l d  q u a n t u m  t h e o r y .   S e e  a l s o
F o c k  ( 1 9 5 9 ) .
A  d i f f e r e n t  a p p r o a c h  w a s  d e v e l o p e d  b y  H .  A .  L o r e n t z  ( 1 8 9 2 )  a s  p a r t  o f  h i s
c o m p r e h e n s i v e  s t a t e m e n t  o f  w h a t  w e  n o w  c a l l  t h e  m i c r o s c o p i c  M a x w e l l  t h e o r y ,  w i t h  c h a r g e s
a t  r e s t  a n d  i n  m o t i o n  a s  t h e  s o l e  s o u r c e s  o f  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d s .   H i s  c h a p t e r  I V  i s  d e v o t e d
t o  t h e  f o r c e s  b e t w e e n  c h a r g e d  p a r t i c l e s .  T h e  d e v e l o p m e n t  i s  s u m m a r i z e d  o n  p . 4 5 1 - 2  b y
s t a t e m e n t  o f  t h e  m i c r o s c o p i c  M a x w e l l  e q u a t i o n s  a n d  t h e  L o r e n t z  f o r c e  e q u a t i o n ,
F  =  e [ E + v à B/c  ] .  I n  u s i n g  D ’ A l e m b e r t ’ s  p r i n c i p l e  t o  d e r i v e  h i s  e q u a t i o n s ,  L o r e n t z
e m p l o y s  t h e  v e c t o r  p o t e n t i a l ,  b u t  n e v e r  s t a t e s  e x p l i c i t l y  i t s  f o r m  i n  t e r m s  o f  t h e  s o u r c e s .   I t  i s
c l e a r ,  h o w e v e r ,  t h a t  h e  h a s  r e t a r d a t i o n  i n  m i n d ,  o n  t h e  o n e  h a n d  f r o m  h i s  e x h i b i t i o n  o f  t h e  f u l l
M a x w e l l  e q u a t i o n s  t o  d e t e r m i n e  t h e  f i e l d s  c a u s e d  b y  h i s  ®  a n d  J  =  ® v ,  a n d  o n  t h e  o t h e r  b y  h i s
w o r d s  a t  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h e  c h a p t e r .  H e  c a l l s  h i s  r e f o r m u l a t i o n  ( i n  t r a n s l a t i o n  f r o m  t h e
F r e n c h )
“ a  f u n d a m e n t a l  l a w  c o m p a r a b l e  t o  t h o s e  o f  W e b e r  a n d  C l a u s i u s ,  w h i l e  m a i n t a i n i n g  t h e
c o n s e q u e n c e s  o f  M a x w e l l ’ s  p r i n c i p l e s . ”
A  f e w  s e n t e n c e s  l a t e r ,  h e  s t r e s s e s  t h a t  t h e  a c t i o n  o f  o n e  c h a r g e d  p a r t i c l e  o n  a n o t h e r  i s
p r o p a g a t e d  a t  t h e  s p e e d  o f  l i g h t ,  a  c o n c e p t  o r i g i n a t e d  b y  G a u s s  i n  1 8 4 5 ,  b u t  l a r g e l y  i g n o r e d
f o r  n e a r l y  5 0  y e a r s .
J o s e p h  L a r m o r  ( 1 9 0 0 )  u s e d  t h e  p r i n c i p l e  o f  l e a s t  a c t i o n  f o r  t h e  c o m b i n e d  s y s t e m  o f
e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d s  a n d  c h a r g e d  p a r t i c l e s  t o  o b t a i n  b o t h  t h e  M a x w e l l  e q u a t i o n s  a n d  t h e
L o r e n t z  f o r c e  e q u a t i o n .  K a r l  S c h w a r z s c h i l d ,  l a t e r  r e n o w n e d  i n  a s t r o p h y s i c s  a n d  g e n e r a l
r e l a t i v i t y ,  i n d e p e n d e n t l y  u s e d  t h e  s a m e  t e c h n i q u e  t o  d i s c u s s  t h e  c o m b i n e d  s y s t e m  o f
p a r t i c l e s  a n d  f i e l d s  ( S c h w a r z s c h i l d ,  1 9 0 3 ) .   H e  w a s  t h e  f i r s t  t o  w r i t e  e x p l i c i t l y  t h e  f a m i l i a r
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L a g r a n g i a n  Lint d e s c r i b i n g  t h e  i n t e r a c t i o n  o f  a  c h a r g e d  p a r t i c l e  e  ,  w i t h  c o o r d i n a t e  x   a n d
v e l o c i t y  v ,  w i t h  r e t a r d e d  e x t e r n a l  e l e c t r o m a g n e t i c  p o t e n t i a l s ,
Lint   =   e   - Ï ( x ,  t ) + 1c v ° A ( x ,  t )          , ( 2 3 )
w h e r e  Ï  a n d  A  a r e  t h e  p o t e n t i a l s  g i v e n  b y  ( 1 8 ) .
I t  i s  c u r i o u s  t h a t ,  t o  t h e  b e s t  o f  t h e  a u t h o r s ’  k n o w l e d g e ,  t h e  i s s u e  o f  g a u g e  i n v a r i a n c e
o f  t h i s  c h a r g e d  p a r t i c l e  L a g r a n g i a n  d i d  n o t  r e c e i v e  g e n e r a l  c o n s i d e r a t i o n  i n  p r i n t  u n t i l  1 9 4 1  i n
t h e  t e x t  b y  L a n d a u  a n d  L i f s h i t z  ( 1 9 4 1 ) .  S e e  a l s o  B e r g m a n n  ( 1 9 4 6 ) .   T h e  p r o o f  i s  s i m p l e .
U n d e r  t h e  g a u g e  t r a n s f o r m a t i o n  ( 1 a , b )  t h e  L a g r a n g i a n  ( 2 3 )  i s  a u g m e n t e d  b y
ÎLint   =   e   1c 
Ç ç
Çt





       
, ( 2 4 )
a  t o t a l  t i m e  d e r i v a t i v e  a n d  s o  m a k e s  n o  c o n t r i b u t i o n  t o  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n .   P e r h a p s  t h i s
o b s e r v a t i o n  i s  t o o  o b v i o u s  t o  w a r r a n t  p u b l i c a t i o n  i n  o t h e r  t h a n  t e x t b o o k s .   W e  n o t e  t h a t ,  i n
d e r i v i n g  t h e  a p p r o x i m a t e  L a g r a n g i a n  a t t r i b u t e d  t o  h i m ,  D a r w i n  ( 1 9 2 0 )  e x p a n d s  t h e  r e t a r d e d
p o t e n t i a l s  f o r  a  c h a r g e d  p a r t i c l e ,  w h i c h  i n v o l v e  r  =  x (t )  -xÕ (t’ ) ,  i n  p o w e r s  o f  (t’-t)  =  -r/c  ,  w i t h
c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  p r i m e d  p a r t i c l e ’ s  v e l o c i t y ,  a c c e l e r a t i o n ,  e t c . ,  t o  o b t a i n  a  t e n t a t i v e
L a g r a n g i a n  a n d  t h e n  a d d s  a  t o t a l  t i m e  d e r i v a t i v e  t o  o b t a i n  ( 2 2 ) .   F o c k  ( 1 9 5 9 )  m a k e s  t h e
s a m e  e x p a n s i o n ,  b u t  t h e n  e x p l i c i t l y  m a k e s  a  g a u g e  t r a n s f o r m a t i o n  t o  a r r i v e  a t  ( 2 2 ) .   T h e s e
e q u i v a l e n t  p r o c e d u r e s  e x p l o i t  t h e  a r b i t r a r i n e s s  o f  ( 2 4 ) .
E .   L o r e n t z :  t h e  a c k n o w l e d g e d  a u t h o r i t y ,  g e n e r a l  g a u g e  f r e e d o m
O u r  f o c u s  h e r e  i s  o n  h o w  H .  A .  L o r e n t z  b e c a m e  i d e n t i f i e d  a s  t h e  o r i g i n a t o r  o f  b o t h  t h e
c o n d i t i o n  ( 1 9 )  b e t w e e n  Ï  a n d  A  a n d  t h e  r e t a r d e d  s o l u t i o n s  ( 1 8 ) .   I n  c h a p t e r  V I ,  L o r e n t z
( 1 8 9 2 )  p r e s e n t s ,  w i t h o u t  a t t r i b u t i o n ,  a  t h e o r e m  t h a t  t h e  i n t e g r a l
F ( x , t )  =  1
4 π
1
r  s (x ' , t ' = t -r /c ) d
3x '   
( 2 5 a )






  - à 2F  = s ( x , t )   
. ( 2 5 b )
H e  t h e n  u s e s  s u c h  r e t a r d e d  s o l u t i o n s  f o r  t i m e  i n t e g r a l s  o f  t h e  v e c t o r  p o t e n t i a l  i n  a  d i s c u s s i o n
o f  d i p o l e  r a d i a t i o n .
I n  f a c t ,  t h e  t h e o r e m  g o e s  b a c k  t o  R i e m a n n  i n  1 8 5 8  a n d  L o r e n z  i n  1 8 6 1  a n d  p e r h a p s
o t h e r s .   R i e m a n n  a p p a r e n t l y  r e a d  h i s  p a p e r  c o n t a i n i n g  t h e  t h e o r e m  t o  t h e  G í o t t i n g e n  a c a d e m y
i n  1 8 5 8 ,  b u t  h i s  d e a t h  p r e v e n t e d  p u b l i c a t i o n ,  r e m e d i e d  o n l y  i n  R i e m a n n  ( 1 8 6 7 ) .  I n  ( L o r e n z ,
1 8 6 7 b ) ,  L o r e n z  s t a t e s  ( 2 5 a , b )  a n d  r e m a r k s  t h a t  t h e  d e m o n s t r a t i o n  i s  e a s y ,  g i v i n g  a s
r e f e r e n c e  h i s  p a p e r  o n  e l a s t i c  w a v e s  ( L o r e n z ,  1 8 6 1 ) .  I t  s e e m s  c l e a r  t h a t  i n  1 8 6 1  L o r e n z  w a s
u n a w a r e  o f  R i e m a n n ’ s  o r a l  p r e s e n t a t i o n .  T h e  p o s t h u m o u s  p u b l i c a t i o n  o f  R i e m a n n ’ s  n o t e
o c c u r r e d  s i m u l t a n e o u s l y  w i t h  a n d  a d j a c e n t  t o  L o r e n z ’ s  1 8 6 7  p a p e r  i n  A n n a l e n * .
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*  R i e m a n n  ( 1 8 6 7 )  s h o w e d  t h a t  r e t a r d a t i o n  l e d  t o  t h e  q u a s i - s t a t i c  i n s t a n t a n e o u s  i n t e r a c t i o n s
o f  W e b e r  a n d  K i r c h h o f f ,  m u c h  a s  d o n e  b y  L o r e n z  ( 1 8 6 7 b ) ,  a n d  r e m a r k e d  o n  t h e  c o n n e c t i o n
b e t w e e n  t h e  v e l o c i t y  o f  p r o p a g a t i o n  o f  l i g h t  a n d  t h e  r a t i o  o f  e l e c t r o s t a t i c  a n d  e l e c t r o m a g n e t i c
u n i t s .
_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _
I n  ( L o r e n t z ,  1 8 9 5 ,  S e c t .  3 2 ) ,  L o r e n t z  q u o t e s  t h e  t h e o r e m  ( 2 5 a , b ) ,  c i t i n g  ( L o r e n t z ,
1 8 9 2 )  f o r  p r o o f ,  a n d  t h e n  i n  S e c t .  3 3  w r i t e s  t h e  c o m p o n e n t s  o f  a  v e c t o r  f i e l d  i n  t h e  f o r m






)  t h e  v e c t o r
p o t e n t i a l .   H a v i n g  o b t a i n e d  t h e  w a v e  e q u a t i o n  f o r  H  w i t h   à J a s  s o u r c e  t e r m ,  h e  m e r e l y
n o t e s  t h a t  i f  H  i s  d e f i n e d  a s  t h e  c u r l  o f  h i s  v e c t o r  f i e l d ,  i t  i s  s u f f i c i e n t  t h a t  t h e  f i e l d  s a t i s f y  t h e
w a v e  e q u a t i o n  w i t h  J  a s  s o u r c e .  W e  t h u s  s e e  L o r e n t z  i n  1 8 9 5  e x p l i c i t l y  e x h i b i t i n g  r e t a r d e d
s o l u t i o n s ,  b u t  w i t h o u t  t h e  c o n d i t i o n  ( 1 9 ) .
I n  a  f e s t s c h r i f t  v o l u m e  i n  h o n o r  o f  t h e  2 5 t h  a n n i v e r s a r y  o f  L o r e n t z ’ s  d o c t o r a t e ,  E m i l
W i e c h e r t  ( 1 9 0 0 )  s u m m a r i z e s  t h e  h i s t o r y  o f  t h e  w a v e  e q u a t i o n  a n d  i t s  r e t a r d e d  s o l u t i o n s .  H e
c i t e s  R i e m a n n  i n 1 8 5 8 ,  P o i n c a r ¸ e  i n  1 8 9 1 ,  L o r e n t z  ( 1 8 9 2 ,  1 8 9 5 ) ,  a n d  L e v i - C i v i t a  i n  1 8 9 7 .   N o
m e n t i o n  o f  L o r e n z !   I n  t h e  s a m e  v o l u m e ,  d e s  C o u d r e s  ( 1 9 0 0 )  c i t e s  ( L o r e n t z ,  1 8 9 2 )  f o r  t h e
t h e o r e m  ( 2 5 a , b )  a n d  c a l l s  t h e  r e t a r d e d  s o l u t i o n s  ( 1 8 )  “ L o r e n t z ’ s c h e n  L í o s u n g e n . ”  I t  i s
e v i d e n t  t h a t  b y  1 9 0 0  t h e  p h y s i c s  c o m m u n i t y  h a d  a t t r i b u t e d  t h e  r e t a r d e d  s o l u t i o n s  f o r  Ï  a n d  A
t o  L o r e n t z ,  t o  t h e  e x c l u s i o n  o f  o t h e r s .
A d d i t i o n a l  r e a s o n s  f o r  L o r e n t z  b e i n g  t h e  r e f e r e n c e  p o i n t  f o r  m o d e r n  c l a s s i c a l
e l e c t r o m a g n e t i s m  a r e  h i s  m a g i s t e r i a l  e n c y c l o p e d i a  a r t i c l e s  ( L o r e n t z ,  1 9 0 4 a ,  1 9 0 4 b ) ,  a n d  h i s
b o o k  ( L o r e n t z ,  1 9 0 9 ) .   H e r e  w e  f i n d  t h e  f i r s t  c l e a r  s t a t e m e n t  o f  t h e  a r b i t r a r i n e s s  o f  t h e
p o t e n t i a l s  u n d e r  w h a t  w e  n o w  c a l l  g e n e r a l  g a u g e  t r a n s f o r m a t i o n s .   O n  p .  1 5 7  o f  ( L o r e n t z ,
1 9 0 4 b ) ,  h e  f i r s t  s t a t e s  t h a t  i n  o r d e r  t o  h a v e  t h e  p o t e n t i a l s  s a t i s f y  t h e  o r d i n a r y  w a v e
e q u a t i o n s  t h e y  m u s t  b e  r e l a t e d  b y






     
.       [ L o r e n t z ’ s  ( 2 ) ] .
H e  t h e n  d i s c u s s e s  t h e  a r b i t r a r i n e s s  i n  t h e  p o t e n t i a l s ,  s t a t i n g  t h a t  o t h e r  p o t e n t i a l s  A0  a n d  Ï 0
m a y  g i v e  t h e  s a m e  f i e l d s ,  b u t  n o t  s a t i s f y  h i s  c o n s t r a i n t .   H e  t h e n  s t a t e s  “ e v e r y  o t h e r
a d m i s s i b l e  p a i r  A  a n d  Ï  “  c a n  b e  r e l a t e d  t o  t h e  f i r s t  p a i r  v i a  t h e  t r a n s f o r m a t i o n s ,
A   =  A
0
 -  à ç   ,       Ï   =   Ï
0
  +   
1
c  ç     . ( 2 6 )
H e  t h e n  s a y s  t h a t  t h e  s c a l a r  f u n c t i o n  ç  c a n  b e  f o u n d  s o  t h a t  A  a n d  Ï  d o  s a t i s f y  [ L o r e n t z ’ s
( 2 ) ]   b y  s o l v i n g  t h e  i n h o m o g e n e o u s  w a v e  e q u a t i o n ,
à
2
ç  -  
1
c 2
 ç   =   à ° A
0
 +  
1
c  Ï 0   . ( 2 7 )
A  r e a d e r  m i g h t  q u e s t i o n  w h e t h e r  L o r e n t z  w a s  h e r e  s t a t i n g  t h e  g e n e r a l  p r i n c i p l e  o f
w h a t  w e  t e r m  g a u g e  i n v a r i a n c e .  H e  s t a t e d  h i s  c o n s t r a i n t  b e f o r e  h i s  s t a t e m e n t  o f  t h e
a r b i t r a r i n e s s  o f  t h e  p o t e n t i a l s  a n d  t h e n  i m m e d i a t e l y  r e s t r i c t e d  ç  t o  a  s o l u t i o n  o f  ( 2 7 ) .  T h i s
d o u b t  i s  r e m o v e d  i n  h i s  b o o k  ( L o r e n t z ,  1 9 0 9 ) .  T h e r e ,  i n  N o t e  5 ,  h e  s a y s ,
1 9
“ U n d e r s t a n d i n g  b y  A
0
 a n d  Ï
0
 s p e c i a l  v a l u e s ,  w e  m a y  r e p r e s e n t  other values that 
may as well be chosen by  [ o u r  e q u a t i o n  ( 2 6 ) ]  where ç is some scalar function
( e m p h a s i s  a d d e d ) .   W e  s h a l l  d e t e r m i n e  ç  b y  s u b j e c t i n g  A  a n d  Ï  t o  t h e  c o n d i t i o n  
[ L o r e n t z ’ s  ( 2 ) ]  w h i c h  c a n  a l w a y s  b e  f u l f i l l e d  b e c a u s e  i t  l e a d s  t o  t h e  e q u a t i o n  [ o u r  
e q u a t i o n  ( 2 7 ) ]  w h i c h  c a n  b e  s a t i s f i e d  b y  a  p r o p e r  c h o i c e  o f  ç . ”
 H e  t h e n  p r o c e e d s  t o  t h e  w a v e  e q u a t i o n s  a n d  t h e  r e t a r d e d  s o l u t i o n s  i n  S e c t .  1 3  o f  t h e  m a i n
t e x t .   L o r e n t z  o b v i o u s l y  p r e f e r r e d   p o t e n t i a l s  s a t i s f y i n g  h i s  c o n s t r a i n t  t o  t h e  e x c l u s i o n  o f
o t h e r  c h o i c e s ,  b u t  h e  d i d  r e c o g n i z e  t h e  g e n e r a l  p r i n c i p l e  o f  g a u g e  i n v a r i a n c e  i n  c l a s s i c a l
e l e c t r o m a g n e t i s m  w i t h o u t  p u t t i n g  s t r e s s  o n  i t .
T h e  d o m i n a n c e  o f  L o r e n t z ’ s  p u b l i c a t i o n s  a s  s o u r c e  d o c u m e n t s  i s  i l l u s t r a t e d  b y  t h e i r
c i t a t i o n  b y  G .  A .  S c h o t t  i n  h i s  A d a m s  P r i z e  e s s a y  ( S c h o t t ,  1 9 1 2 ) .   O n  p .  4 ,   S c h o t t
q u o t e s  ( 1 9 )  [ h i s  e q u a t i o n  ( I X ) ]  a n d  t h e  w a v e  e q u a t i o n s  f o r  A  a n d  Ï .  H e  t h e n  c i t e s  L o r e n t z ’ s
s e c o n d  E n c y c l o p e d i a  a r t i c l e  ( L o r e n t z ,  1 9 0 4 b )  a n d  h i s  b o o k  ( L o r e n t z ,  1 9 0 9 )  f o r  t h e  r e t a r d e d
s o l u t i o n s  ( 1 8 )  [ h i s  e q u a t i o n s  ( X )  a n d  ( X I ) ] ,  w h i c h  h e  l a t e r  o n  t h e  p a g e  c a l l s  “ t h e  L o r e n t z
i n t e g r a l s . ”
L o r e n t z ’ s  d o m i n a t i o n  a s i d e ,  t h e  l a s t  t h i r d  o f  t h e  1 9 t h  c e n t u r y  s a w  t h e  f u n d a m e n t a l s  o f
e l e c t r o m a g n e t i s m  a l m o s t  c o m p l e t e l y  c l a r i f i e d ,  w i t h  t h e  e t h e r  s o o n  t o  d i s a p p e a r .   S c i e n t i s t s
w e n t  a b o u t  a p p l y i n g  t h e  s u b j e c t  w i t h  c o n f i d e n c e .   T h e y  d i d  n o t  f o c u s  o n  n i c e t i e s  s u c h  a s  t h e
a r b i t r a r i n e s s  o f  t h e  p o t e n t i a l s ,  c o n t e n t  t o  f o l l o w  L o r e n t z  i n  u s e  o f  t h e  r e t a r d e d  p o t e n t i a l s
( 1 8 ) .   I t  w a s  o n l y  w i t h  t h e  a d v e n t  o f  m o d e r n  q u a n t u m  f i e l d  t h e o r y  a n d  t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  t h e
e l e c t r o w e a k  t h e o r y  a n d  q u a n t u m  c h r o m o d y n a m i c s  t h a t  t h e  d e e p  s i g n i f i c a n c e  o f  g a u g e
i n v a r i a n c e  e m e r g e d .
I I I .    D A W N I N G  O F  T H E  Q U A N T U M  E R A
A .   1 9 2 6  :  S c h r  o d i n g e r ,  K l e i n ,  F o c k
T h e  y e a r  1 9 2 6  s a w  t h e  f l o o d  g a t e s  o p e n .  Q u a n t u m  m e c h a n i c s ,  o r  m o r e  p r e c i s e l y ,  w a v e
m e c h a n i c s ,  b l o s s o m e d  a t  t h e  h a n d s  o f  E r w i n  S c h r í o d i n g e r  a n d  m a n y  o t h e r s .  A m o n g  t h e  m y r i a d
c o n t r i b u t i o n s ,  w e  f o c u s  o n l y  o n  t h o s e  t h a t  r e l a t e  t o  o u r  s t o r y  o f  t h e  e m e r g e n c e  o f  t h e  p r i n c i p l e
o f  g a u g e  i n v a r i a n c e  i n  q u a n t u m  t h e o r y .  T h e  p a c e  a m o n g  t h i s  r e s t r i c t e d  s e t  i s  f r a n t i c  e n o u g h .
[ T o  d o c u m e n t  t h e  p a c e ,  w e  a u g m e n t  t h e  r e f e r e n c e s  f o r  t h e  p a p e r s  i n  t h i s  e r a  w i t h  s u b m i s s i o n
a n d  p u b l i c a t i o n  d a t e s . ]  T h e  t h r e a d  w e  p u r s u e  i s  t h e  r e l a t i v i s t i c  w a v e  e q u a t i o n  f o r  s p i n l e s s
c h a r g e d  p a r t i c l e s ,  p o p u l a r l y  k n o w n  n o w a d a y s  a s  t h e  K l e i n - G o r d o n  e q u a t i o n .  T h e  p r e s e n c e  o f
b o t h  t h e  s c a l a r  a n d  v e c t o r  p o t e n t i a l s  b r o u g h t  f o r t h  t h e  d i s c o v e r y  o f  t h e  c o m b i n e d
t r a n s f o r m a t i o n s  ( 1  a , b , c )  b y  F o c k .
T h e  r e l a t i v i s t i c  w a v e  e q u a t i o n  f o r  a  s p i n l e s s  p a r t i c l e  w i t h  c h a r g e  e  i n t e r a c t i n g  w i t h
e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d s  i s  d e r i v e d  i n  c u r r e n t  t e x t b o o k s  b y  f i r s t  t r a n s f o r m i n g  t h e  c l a s s i c a l
c o n s t r a i n t  e q u a t i o n  f o r  a  p a r t i c l e  o f  4 - m o m e n t u m  p µ  =  (p 0 ,  p )  a n d  m a s s  m  ,  p µp
µ
 =  (mc) 2 ,  b y
t h e  s u b s t i t u t i o n  p µ ™  p µ  -  eA µ /c ,  w h e r e  A µ  =  (A 0  =  Ï ,  A)   i s  t h e  4 - v e c t o r  e l e c t r o m a g n e t i c
p o t e n t i a l .  H e r e  w e  u s e  t h e  m e t r i c  g 0 0  =  1 ,  g i j  =  -  ∂
i j
 .  T h e n  a  q u a n t u m  m e c h a n i c a l  o p e r a t o r
a c t i n g  o n  a  w a v e  f u n c t i o n  ¥  i s  c o n s t r u c t e d  b y  t h e  o p e r a t o r  s u b s t i t u t i o n ,  p µ  ™  iÓÇ µ ,  w h e r e
Ç µ =Ç/Çx
µ   
=  (Ç 0 ,  -) .   E x p l i c i t l y ,  w e  h a v e




/c ) ¥  =  (mc ) 2 ¥   
  
.   ( 2 8 )
2 0
A l t e r n a t i v e l y ,  w e  d i v i d e  t h r o u g h  b y  - Ó
2  
a n d  w r i t e
( Ç
µ + ie A µ / Óc ) ( Ç
µ
 + ie A
µ
/ Óc ) + (mc / Ó ) 2  ¥  =  0  
 
 .    ( 2 9 )
S e p a r a t i o n  o f  t h e  s p a c e  a n d  t i m e  d i m e n s i o n s  a n d  c h o i c e  o f  a  c o n s t a n t  e n e r g y  s o l u t i o n ,
¥  ‚  e x p ( -iEt/Ó),  y i e l d s  t h e  r e l a t i v i s t i c  v e r s i o n  o f  t h e  S c h r í o d i n g e r  e q u a t i o n ,
- Ó 2c 2 à 2 ¥ +ie Óc ( Ç µA
µ
) ¥ + 2ie Óc A ° à ¥  +  e 2 A ° A  ¥   =   (E - e Ï ) 2  -  (mc 2 ) 2  ¥    .
  
( 3 0 )
T h e  s e c o n d  t e r m  o n  t h e  l e f t  i s  a b s e n t  i f  t h e  L o r e n z  g a u g e  c o n d i t i o n  ÇµAµ  =  0  i s  c h o s e n  f o r  t h e
p o t e n t i a l s .
T h e  f i r s t  o f  S c h r í o d i n g e r ’ s  f o u r  p a p e r s  ( S c h r í o d i n g e r ,  1 9 2 6 a )  w a s  s u b m i t t e d  o n  2 7
J a n u a r y  a n d  p u b l i s h e d  o n  1 3  M a r c h .   I t  w a s  d e v o t e d  l a r g e l y  t o  t h e  n o n r e l a t i v i s t i c  t i m e -
i n d e p e n d e n t  w a v e  e q u a t i o n  a n d  s i m p l e  p o t e n t i a l  p r o b l e m s ,  b u t  i n  S e c t i o n  3  h e  m e n t i o n s  t h e
r e s u l t s  o f  h i s  s t u d y  o f  t h e  “ r e l a t i v i s t i c  K e p l e r  p r o b l e m . ”  ( A n  E n g l i s h  t r a n s l a t i o n  o f
S c h r í o d i n g e r ’ s  1 9 2 6  p a p e r s  c a n  b e  f o u n d  i n  ( S c h r í o d i n g e r ,  1 9 7 8 ) ) .   A c c o r d i n g  t o  h i s  b i o g r a p h e r
( M o o r e ,  1 9 8 9 ,  p . 1 9 4 - 1 9 7 ) ,  S c h r í o d i n g e r  d e r i v e d  t h e  r e l a t i v i s t i c  w a v e  e q u a t i o n  i n  N o v e m b e r
1 9 2 5 ,  b e g a n  s o l v i n g  t h e  p r o b l e m  o f  t h e  h y d r o g e n  a t o m  w h i l e  o n  v a c a t i o n  a t  C h r i s t m a s ,  a n d
c o m p l e t e d  i t  i n  e a r l y  J a n u a r y  1 9 2 6 .   D i s a p p o i n t e d  t h a t  h e  h a d  n o t  o b t a i n e d  t h e  S o m m e r f e l d
f i n e - s t r u c t u r e  f o r m u l a ,  h e  d i d  n o t  p u b l i s h  h i s  w o r k ,  b u t  f o c u s e d  i n i t i a l l y  o n  t h e  n o n r e l a t i v i s t i c
e q u a t i o n .  S o m e  m o n t h s  l a t e r ,  i n  S e c t .  6  o f  h i s  f o u r t h  p a p e r  ( S c h r í o d i n g e r ,  1 9 2 6 b ) ,  h e
t e n t a t i v e l y  p r e s e n t e d  t h e  r e l a t i v i s t i c  e q u a t i o n  i n  d e t a i l  a n d  d i s c u s s e d  i t s  a p p l i c a t i o n  t o  t h e
h y d r o g e n  a t o m  a n d  t o  t h e  Z e e m a n  e f f e c t .
S c h r í o d i n g e r  w a s  n o t  t h e  o n l y  p e r s o n  t o  c o n s i d e r  t h e  r e l a t i v i s t i c  w a v e  e q u a t i o n .  I n  a
p r i v a t e  l e t t e r  t o  J o r d a n  d a t e d  1 2  A p r i l  1 9 2 6 ,  P a u l i  u s e d  t h e  r e l a t i v i s t i c  c o n n e c t i o n  b e t w e e n
e n e r g y  a n d  m o m e n t u m  t o  d e r i v e  a  w a v e  e q u a t i o n  e q u i v a l e n t  t o  ( 2 9 )  w i t h  a  s t a t i c  p o t e n t i a l ,
t h e n  s p e c i a l i z e d  t o  t h e  n o n r e l a t i v i s t i c  S c h r í o d i n g e r  e q u a t i o n ,  a n d  w e n t  o n  t o  h i s  m a i n  p u r p o s e
-  t o  s h o w  t h e  e q u i v a l e n c e  o f  m a t r i x  m e c h a n i c s  a n d  w a v e  m e c h a n i c s  ( v a n  d e r  W a e r d e n ,  1 9 7 3 ) .
I n  t h e  p u b l i s h e d  l i t e r a t u r e ,  O s k a r  K l e i n  ( 1 9 2 6 )  t r e a t e d  a  f i v e - d i m e n s i o n a l  r e l a t i v i s t i c
f o r m a l i s m  a n d  e x p l i c i t l y  e x h i b i t e d  t h e  f o u r - d i m e n s i o n a l  r e l a t i v i s t i c  w a v e  e q u a t i o n  f o r  f i x e d
e n e r g y  w i t h  a  s t a t i c  s c a l a r  p o t e n t i a l .   H e  s h o w e d  t h a t  t h e  n o n r e l a t i v i s t i c  l i m i t  w a s  t h e  t i m e -
i n d e p e n d e n t  S c h r í o d i n g e r  e q u a t i o n ,  b u t  d i d  n o t  d i s c u s s  a n y  s o l u t i o n s .  B e f o r e  p u b l i c a t i o n  o f
K l e i n ’ s  p a p e r ,  F o c k  ( 1 9 2 6 a )  i n d e p e n d e n t l y  d e r i v e d  t h e  r e l a t i v i s t i c  w a v e  e q u a t i o n  f r o m  a
v a r i a t i o n a l  p r i n c i p l e  a n d  s o l v e d  t h e  r e l a t i v i s t i c  K e p l e r  p r o b l e m .   H e  o b s e r v e d  t h a t  S c h r í o d i n g e r
h a d  a l r e a d y  c o m m e n t e d  o n  t h e  s o l u t i o n  i n  h i s  f i r s t  p a p e r .   I n  h i s  p a p e r  F o c k  d i d  n o t  i n c l u d e
t h e  g e n e r a l  e l e c t r o m a g n e t i c  i n t e r a c t i o n .   S c h r í o d i n g e r  c o m m e n t s  i n  t h e  i n t r o d u c t i o n
( “ A b s t r a c t ” )  t o  h i s  c o l l e c t e d  p a p e r s  ( S c h r í o d i n g e r ,  1 9 7 8 ) ,
 “ V .  F o c k  c a r r i e d  o u t  t h e  c a l c u l a t i o n s  q u i t e  i n d e p e n d e n t l y  i n  L e n i n g r a d ,  b e f o r e  m y  l a s t  
p a p e r  [ ( S c h r í o d i n g e r ,  1 9 2 6 b ) ]  w a s  s e n t  i n ,  a n d  a l s o  s u c c e e d e d  i n  d e r i v i n g  t h e  
r e l a t i v i s t i c  e q u a t i o n  f r o m  a  v a r i a t i o n a l  p r i n c i p l e .  Zeitschrift fíur Physik  3 8 ,  2 4 2  ( 1 9 2 6 ) . ”
T h e  d i s c o v e r y  o f  t h e  s y m m e t r y  u n d e r  g a u g e  t r a n s f o r m a t i o n s  ( 1  a , b , c )  o f  t h e  q u a n t u m
m e c h a n i c a l  s y s t e m  o f  a  c h a r g e d  p a r t i c l e  i n t e r a c t i n g  w i t h  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d s  i s  d u e  t o  F o c k
( 1 9 2 6 b ) .  H i s  p a p e r  w a s  s u b m i t t e d  o n  3 0  J u l y  1 9 2 6  a n d  p u b l i s h e d  o n  2  O c t o b e r  1 9 2 6 .   I n  i t  h e
f i r s t  d i s c u s s e d  t h e  s p e c i a l - r e l a t i v i s t i c  w a v e  e q u a t i o n  o f  h i s  e a r l i e r  p a p e r  w i t h  e l e c t r o m a g n e t i c
i n t e r a c t i o n s  a n d  a d d r e s s e d  t h e  e f f e c t  o f  t h e  c h a n g e  i n  t h e  p o t e n t i a l s  ( 1  a , b ) .  H e  s h o w e d  t h a t
2 1
t h e  e q u a t i o n  i s  i n v a r i a n t  u n d e r  t h e  c h a n g e  i n  t h e  p o t e n t i a l s  p r o v i d e d  t h e  w a v e  f u n c t i o n  i s
t r a n s f o r m e d  a c c o r d i n g  t o  ( 1 c ) .  H e  w e n t  o n  t o  t r e a t  a  f i v e - d i m e n s i o n a l  g e n e r a l - r e l a t i v i s t i c
f o r m a l i s m ,  s i m i l a r  t o  b u t  i n d e p e n d e n t  o f  K l e i n .   I n  a  n o t e  a d d e d  i n  p r o o f ,  F o c k  n o t e s  t h a t  
“ W h i l e  t h i s  n o t e  w a s  i n  p r o o f ,  t h e  b e a u t i f u l  w o r k  o f  O s k a r  K l e i n  [ p u b l i s h e d  o n  1 0  J u l y ]
a r r i v e d  i n  L e n i n g r a d , ”
a n d  t h a t  t h e  p r i n c i p a l  r e s u l t s  w e r e  i d e n t i c a l .
T h a t  f a l l  o t h e r s  c o n t r i b u t e d .   K u d a r  ( 1 9 2 6 )  w r o t e  t h e  r e l a t i v i s t i c  e q u a t i o n s  d o w n  i n
c o v a r i a n t  n o t a t i o n ,  c i t i n g  K l e i n  ( 1 9 2 6 )  a n d  F o c k  ( 1 9 2 6 a ) .   H e  r e m a r k e d  t h a t  h i s  g e n e r a l
e q u a t i o n  r e d u c e d  t o  F o c k ’ s  f o r  t h e  K e p l e r  p r o b l e m  w i t h  t h e  a p p r o p r i a t e  c h o i c e  o f  p o t e n t i a l s .
W a l t e r  G o r d o n  ( 1 9 2 6 )  d i s c u s s e d  t h e  C o m p t o n  e f f e c t  u s i n g  t h e  r e l a t i v i s t i c  w a v e  e q u a t i o n  t o
d e s c r i b e  t h e  s c a t t e r i n g  o f  l i g h t  b y  a  c h a r g e d  p a r t i c l e .   H e  r e f e r r e d  t o  S c h r í o d i n g e r ’ s  f i r s t  t h r e e
p a p e r s ,  b u t  n o t  t h e  f o u r t h  ( S c h r í o d i n g e r ,  1 9 2 6 b )  i n  w h i c h  S c h r í o d i n g e r  a c t u a l l y  t r e a t s  t h e
r e l a t i v i s t i c  e q u a t i o n .   G o r d o n  d o e s  n o t  c i t e  K l e i n  o r  e i t h e r  o f  F o c k ’ s  p a p e r s .
T h e  a b o v e  p a r a g r a p h s  s h o w  t h e  r a p i d  p a c e  o f  1 9 2 6 ,  t h e  o c c a s i o n a l  d u p l i c a t i o n ,  a n d  t h e
c a r e  t a k e n  b y  s o m e ,  b u t  n o t  a l l ,  f o r  p r o p e r  a c k n o w l e d g m e n t  o f  p r i o r  w o r k  b y  o t h e r s .  I f  w e  g o
c h r o n o l o g i c a l l y  b y  p u b l i c a t i o n  d a t e s ,  t h e  K l e i n - G o r d o n  e q u a t i o n  s h o u l d  b e  k n o w n  a s  t h e
K l e i n - F o c k - S c h r í o d i n g e r  e q u a t i o n ;  i f  b y  n o t e b o o k s  a n d  l e t t e r s ,  S c h r í o d i n g e r  a n d  P a u l i  c o u l d
c l a i m  p r i o r i t y .   T o t a l l y  a p a r t  f r o m  t h e  n a m e  a t t a c h e d  t o  t h e  r e l a t i v i s t i c  w a v e  e q u a t i o n ,  t h e
i m p o r t a n t  p o i n t  i n  o u r  s t o r y  i s  F o c k ’ s  p a p e r  o n  t h e  g a u g e  i n v a r i a n c e ,  p u b l i s h e d  o n  2  O c t o b e r
1 9 2 6  ( F o c k ,  1 9 2 6 b ) .
T h e  t a l e  n o w  p r o c e e d s  t o  t h e  e n s h r i n e m e n t  b y  W e y l  o f  s y m m e t r y  u n d e r  g a u g e
t r a n s f o r m a t i o n s  a s  a  g u i d i n g  p r i n c i p l e  f o r  t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  a  q u a n t u m  t h e o r y  o f  m a t t e r
( e l e c t r o m a g n e t i s m  a n d  g r a v i t y ) .   A l o n g  t h e  w a y ,  w e  r e t e l l  t h e  w e l l - k n o w n  s t o r y  o f  h o w  t h e
s e e m i n g l y  i n a p p r o p r i a t e  w o r d  “ g a u g e ”  c a m e  t o  b e  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  t r a n s f o r m a t i o n s
( 1  a , b , c )  a n d  t o d a y ’ s  g e n e r a l i z a t i o n s .
B .   W e y l :  g a u g e  i n v a r i a n c e  a s  a  b a s i c  p r i n c i p l e
F r i t z  L o n d o n ,  i n  a  s h o r t  n o t e  i n  e a r l y  1 9 2 7  ( L o n d o n ,  1 9 2 7 a )  a n d  s o o n  a f t e r  i n  a  l o n g e r
p a p e r  ( L o n d o n ,  1 9 2 7 b ) ,  p r o p o s e d  a  q u a n t u m  m e c h a n i c a l  i n t e r p r e t a t i o n  o f  W e y l ’ s  f a i l e d
a t t e m p t  t o  u n i f y  e l e c t r o m a g n e t i s m  a n d  g r a v i t a t i o n  ( W e y l ,  1 9 1 9 ) .  T h i s  a t t e m p t  w a s
u n d e r t a k e n  l o n g  b e f o r e  t h e  d i s c o v e r y  o f  q u a n t u m  m e c h a n i c s .   L o n d o n  n o t i c e d  t h a t  W e y l ’ s
p r i n c i p l e  o f  i n v a r i a n c e  o f  h i s  t h e o r y  u n d e r  a  s c a l e  c h a n g e  o f  t h e  m e t r i c  t e n s o r  g µ ó™
g µ óexp ¬(x)  ,  w h e r e  ¬(x)  i s  a n  a r b i t r a r y  f u n c t i o n  o f  t h e  s p a c e - t i m e  c o o r d i n a t e s ,  w a s
e q u i v a l e n t  i n  q u a n t u m  m e c h a n i c s  t o  t h e  i n v a r i a n c e  o f  t h e  w a v e  e q u a t i o n  u n d e r  t h e
t r a n s f o r m a t i o n s  ( 1 )  p r o v i d e d  ¬(x)  w a s  m a d e  i m a g i n a r y .  I n  h i s  s h o r t  n o t e  L o n d o n  c i t e s  F o c k
( 1 9 2 6 b )  b u t  d o e s  n o t  r e p e a t  t h e  c i t a t i o n  i n  h i s  l o n g e r  p a p e r ,  a l t h o u g h  h e  d o e s  m e n t i o n
( w i t h o u t  r e f e r e n c e s )  b o t h   K l e i n  a n d  F o c k  f o r  t h e  r e l a t i v i s t i c  w a v e  e q u a t i o n  i n  f i v e
d i m e n s i o n s .
T o  u n d e r s t a n d  L o n d o n ’ s  p o i n t  w e  n o t e  f i r s t  t h a t  W e y l ’ s  i n c r e m e n t a l  c h a n g e  o f  l e n g t h
s c a l e  d… = … ƒ
ó
dx ó  l e a d s  t o  a  f o r m a l  s o l u t i o n  … = …
0
e x p¬(x), w h e r e ¬(x) =    â xƒ
ó
dx ó ;  t h e
i n d e f i n i t e  i n t e g r a l  o v e r  t h e  r e a l  “ p o t e n t i a l ”  ƒ
ó  
i s  p a t h - d e p e n d e n t .  I f  w e  r e t u r n  t o  t h e
r e l a t i v i s t i c  w a v e  e q u a t i o n  ( 2 9 ) ,  w e  o b s e r v e  t h a t  a  formal  s o l u t i o n  f o r  a  p a r t i c l e  i n t e r a c t i n g
w i t h  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  p o t e n t i a l  A µ  c a n  b e  w r i t t e n  i n  t e r m s  o f  t h e  s o l u t i o n  w i t h o u t
i n t e r a c t i o n  a s
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w h e r e  ¥
0   
i s  t h e  z e r o - f i e l d  s o l u t i o n .   [ R e c o v e r y  o f  ( 2 9 )  m a y  b e  a c c o m p l i s h e d  b y  “ s o l v i n g ”  f o r
¥
0




 +  (mc/Ó) 2 ¥
0
 =  0 . ]   W i t h  t h e  g a u g e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  4 - v e c t o r
p o t e n t i a l
A µ ™  A ' µ  =  A µ - Ç µ ç  
 
, ( 3 2 )
t h e  d i f f e r e n c e  i n  p h a s e  f a c t o r s  i s  o b v i o u s l y  t h e  i n t e g r a l  o f  a  p e r f e c t  d i f f e r e n t i a l ,  -Ç
µ
çdx µ  .  U p
t o  a  c o n s t a n t  p h a s e ,  t h e  w a v e  f u n c t i o n s  ¥ ’  a n d  ¥  a r e  t h u s  r e l a t e d  b y  t h e  p h a s e
t r a n s f o r m a t i o n
¥ '  = exp (ie ç (x ) / Óc ) ¥    , ( 3 3 )
w h i c h  i s  p r e c i s e l y  F o c k ’ s  ( 1 c ) .   L o n d o n  a c t u a l l y  e x p r e s s e d  h i s  a r g u m e n t  i n  t e r m s  o f  “ s c a l e
c h a n g e ”  … = …
0
 e x p(i¬(x)),  w h e r e  i¬(x) i s  t h e  q u a n t i t y  i n  t h e  e x p o n e n t i a l  i n  ( 3 1 ) ,  a n d  w r o t e





T h e  “ g r a d i e n t  i n v a r i a n c e ”  o f  F o c k  b e c a m e  i d e n t i f i e d  b y  L o n d o n  a n d  t h e n  b y  W e y l  w i t h
a n  a n a l o g u e  o f  W e y l ’ s  “ e i c h i n v a r i a n z ”  ( s c a l e  i n v a r i a n c e ) ,  e v e n  t h o u g h  t h e  f o r m e r  c o n c e r n s  a
l o c a l  p h a s e  c h a n g e  a n d  t h e  l a t t e r  a  c o o r d i n a t e  s c a l e  c h a n g e .   I n  h i s  f a m o u s  b o o k ,
“ G r u p p e n t h e o r i e  u n d  Q u a n t e n m e c h a n i k ”  ( W e y l ,  1 9 2 8 ) ,  W e y l  d i s c u s s e s  t h e  c o u p l i n g  o f  a
r e l a t i v i s t i c  c h a r g e d  p a r t i c l e  w i t h  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d .   H e  o b s e r v e s ,  w i t h o u t  r e f e r e n c e s ,
t h a t  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  e q u a t i o n s  a n d  t h e  r e l a t i v i s t i c  S c h r í o d i n g e r  e q u a t i o n  ( 2 8 )  a r e  i n v a r i a n t
u n d e r  t h e  t r a n s f o r m a t i o n s  ( 1 a , b , c ) .  W e y l  t h e n  s t a t e s  o n  p .  8 8  ( i n  t r a n s l a t i o n ) :
” T h i s  ‘principle of  gauge invariance’ i s  q u i t e  a n a l o g o u s  t o  t h a t  p r e v i o u s l y  s e t  u p  b y  t h e
a u t h o r ,  o n  s p e c u l a t i v e  g r o u n d s ,  i n  o r d e r  t o  a r r i v e  a t  a  u n i f i e d  t h e o r y  o f  g r a v i t a t i o n  a n d  
e l e c t r i c i t y
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.   B u t  I  n o w  b e l i e v e  t h a t  t h i s  g a u g e  i n v a r i a n c e  d o e s  n o t  t i e  t o g e t h e r  
e l e c t r i c i t y  a n d  g r a v i t a t i o n ,  b u t  r a t h e r  electricity and matter  i n  t h e  m a n n e r  d e s c r i b e d  
a b o v e . ”
H i s  n o t e  2 2  r e f e r s  t o  h i s  o w n  w o r k ,  t o   S c h r í o d i n g e r  ( 1 9 2 3 ) ,  a n d  t o  L o n d o n  ( 1 9 2 7 b ) .  I n  t h e
f i r s t  ( 1 9 2 8 )  e d i t i o n ,  t h e  n e x t  s e n t e n c e  r e a d s  ( a g a i n  i n  t r a n s l a t i o n ) :
” H o w  g r a v i t a t i o n  a c c o r d i n g  t o  g e n e r a l  r e l a t i v i t y  m u s t  b e  i n c o r p o r a t e d  i s  n o t  c e r t a i n  a t  
p r e s e n t . ”
 B y  t h e  s e c o n d  ( 1 9 3 1 )  e d i t i o n ,  t h i s  s e n t e n c e  h a s  d i s a p p e a r e d ,  u n d o u b t e d l y  b e c a u s e  h e
b e l i e v e d  t h a t  h i s  o w n  w o r k  i n  t h e  m e a n t i m e  ( W e y l ,  1 9 2 9 a ,  1 9 2 9 b )  h a d  s h o w n  t h e  c o n n e c t i o n .
I n  f a c t ,  i n  t h e  s e c o n d  e d i t i o n  a  n e w  s e c t i o n  6  a p p e a r s  i n  C h a p t e r  I V ,  i n  w h i c h  W e y l  e l a b o r a t e s
o n  h o w  t h e  g a u g e  t r a n s f o r m a t i o n  ( 1 c )  c a n  o n l y  b e  f u l l y  u n d e r s t o o d  i n  t h e  c o n t e x t  o f  g e n e r a l
r e l a t i v i t y .
W e y l ’ s  1 9 2 8  b o o k  a n d  h i s  p a p e r s  i n  1 9 2 9  d e m o n s t r a t e  a n  e v o l v i n g  p o i n t  o f  v i e w
u n i q u e  t o  h i m .   P r e s u m a b l y  p r o m p t e d  b y  L o n d o n ’ s  o b s e r v a t i o n ,  h e  a d d r e s s e d  t h e  i s s u e  o f
g a u g e  i n v a r i a n c e  i n  r e l a t i v i s t i c  q u a n t u m  m e c h a n i c s ,  k n o w i n g  o n  t h e  o n e  h a n d  t h a t  t h e
p r i n c i p l e  o b v i o u s l y  a p p l i e d  t o  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d s  a n d  c h a r g e d  m a t t e r  w a v e s ,  a n d  o n
t h e  o t h e r  h a n d  w a n t i n g  t o  e s t a b l i s h  c o n t a c t  w i t h  h i s  1 9 1 9  “ e i c h i n v a r i a n z . ”   A s  w e  h a v e  j u s t
s e e n ,  i n  h i s  1 9 2 8  b o o k  h e  p r e s e n t e d  t h e  i d e a  o f  g a u g e  i n v a r i a n c e  i n  t h e  u n a d o r n e d  v e r s i o n  o f
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F o c k ,  w i t h o u t  t h e  “ b e n e f i t ”  o f  g e n e r a l  r e l a t i v i t y .   B u t  i n  t h e  i n t r o d u c t i o n  o f  t h e  f i r s t  o f  h i s  1 9 2 9
p a p e r s  o n  t h e  e l e c t r o n  a n d  g r a v i t a t i o n  ( W e y l ,  1 9 2 9 a ) ,  h e  s t a t e s  t h e  “ p r i n c i p l e  o f  g a u g e
i n v a r i a n c e ”  ( t h e  f i r s t  u s e  o f  t h e  w o r d s  i n  E n g l i s h )  v e r y  m u c h  a s  i n  h i s  b o o k ,  c i t i n g  o n l y  i t  f o r
a u t h o r i t y .   H e  t h e n  g o e s  o n  t o  s h o w  t h a t  t h e  c o n s e r v a t i o n  o f  e l e c t r i c i t y  i s  a  d o u b l e
c o n s e q u e n c e  o f  g a u g e  i n v a r i a n c e  ( t h r o u g h  t h e  m a t t e r  a n d  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  e q u a t i o n s )  a n d
t h a t
“ T h i s  n e w  p r i n c i p l e  o f  g a u g e  i n v a r i a n c e ,  w h i c h  m a y  g o  b y  t h e  s a m e  n a m e ,  h a s  t h e  
c h a r a c t e r  o f  g e n e r a l  r e l a t i v i t y  s i n c e  i t  c o n t a i n s  a n  a r b i t r a r y  f u n c t i o n  ¬ ,  a n d  c a n  
c e r t a i n l y  o n l y  b e  u n d e r s t o o d  w i t h  r e f e r e n c e  t o  i t . ”
H e  e l a b o r a t e d  o n  t h i s  p o i n t  i n  ( W e y l ,  1 9 2 9 b ) :
"  I n  s p e c i a l  r e l a t i v i t y  o n e  m u s t  r e g a r d  t h i s  g a u g e - f a c t o r  a s  a  c o n s t a n t  b e c a u s e  h e r e  
w e  h a v e  o n l y  a  s i n g l e  p o i n t - i n d e p e n d e n t  t e t r a d .  N o t  s o  i n  g e n e r a l  r e l a t i v i t y ;  e v e r y  
p o i n t  h a s  i t s  o w n  t e t r a d  a n d  h e n c e  i t s  o w n  a r b i t r a r y  g a u g e - f a c t o r :  b e c a u s e  b y  t h e  
r e m o v a l  o f  t h e  r i g i d  c o n n e c t i o n  b e t w e e n  t e t r a d s  a t  d i f f e r e n t  p o i n t s  t h e  g a u g e - f a c t o r  
n e c e s s a r i l y  b e c o m e s a n  a r b i t r a r y  f u n c t i o n  o f  p o s i t i o n . "  ( t r a n s l a t i o n  t a k e n  f r o m  
O ’ R a i f e a r t a i g h  a n d  S t r a u m a n n ,  2 0 0 0 ,  p .  7 ) .
N e v e r t h e l e s s ,  W e y l  s t a t e d  ( W e y l ,  1 9 2 9 a ,  p . 3 3 2 ,  b e l o w  e q u a t i o n  ( 8 ) ) ,
“ I f  o u r  v i e w  i s  c o r r e c t ,  t h e n  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  i s  a  n e c e s s a r y  a c c o m p a n i m e n t  o f  
t h e  m a t t e r  w a v e  f i e l d  a n d  n o t  o f  g r a v i t a t i o n . ”
T h e  l a s t  s e n t e n c e  o f  ( W e y l ,  1 9 2 9 b )  c o n t a i n s  a l m o s t  t h e  s a m e  w o r d s .  H i s  v i e w p o i n t  a b o u t  t h e
n e e d  f o r  g e n e r a l  r e l a t i v i t y  c a n  p e r h a p s  b e  u n d e r s t o o d  i n  t h e  s e n s e  t h a t  ¬  must be  a n  a r b i t r a r y
f u n c t i o n  i n  t h e  c u r v e d  s p a c e - t i m e  o f  g e n e r a l  r e l a t i v i t y ,  b u t  n o t  n e c e s s a r i l y  i n  s p e c i a l  r e l a t i v i t y ,
a n d  h i s  d e s i r e  t o  p r o v i d e  c o n t i n u i t y  w i t h  h i s  e a r l i e r  w o r k .  T h e  c l o s e  m a t h e m a t i c a l  r e l a t i o n
b e t w e e n  n o n - a b e l i a n  g a u g e  f i e l d s  a n d  g e n e r a l  r e l a t i v i t y  a s  c o n n e c t i o n s  i n  f i b e r  b u n d l e s  w a s
n o t  g e n e r a l l y  r e a l i z e d  u n t i l  m u c h  l a t e r  ( S e e  e . g . ,  Y a n g ,  1 9 8 6 ;  O ’ R a i f e a r t a i g h  a n d  S t r a u m a n n ,
2 0 0 0 ) .
H i s t o r i c a l l y ,  o f  c o u r s e ,  W e y l ’ s  1 9 2 9  p a p e r s  w e r e  a  w a t e r s h e d .  T h e y  e n s h r i n e d  a s
f u n d a m e n t a l  t h e  m o d e r n  p r i n c i p l e  o f  g a u g e  i n v a r i a n c e ,  i n  w h i c h  t h e  e x i s t e n c e  o f  t h e  4 - v e c t o r
p o t e n t i a l s  ( a n d  f i e l d  s t r e n g t h s )  f o l l o w  f r o m  t h e  r e q u i r e m e n t  o f  t h e  i n v a r i a n c e  o f  t h e  m a t t e r
e q u a t i o n s  u n d e r  g a u g e  t r a n s f o r m a t i o n s  s u c h  a s  ( 1 c )  o f  t h e  m a t t e r  f i e l d s .  T h i s  p r i n c i p l e  i s  t h e
t o u c h s t o n e  o f  t h e  t h e o r y  o f  g a u g e  f i e l d s ,  s o  d o m i n a n t  i n  t h e o r e t i c a l  p h y s i c s  i n  t h e  s e c o n d  h a l f
o f  t h e  2 0 t h  c e n t u r y .  T h e  i m p o r t a n t  d e v e l o p m e n t s  b e y o n d  1 9 2 9  c a n  b e  f o u n d  i n  t h e  r e v i e w s
a l r e a d y  m e n t i o n e d  i n  t h e  I n t r o d u c t i o n .  T h e  r e a d e r  s h o u l d  b e  w a r n e d ,  h o w e v e r ,  o f  a  c u r i o s i t y
r e g a r d i n g  t h e  c i t a t i o n  o f  F o c k ’ s  1 9 2 6  p a p e r  ( F o c k ,  1 9 2 6 b )  b y  O ’ R a i f e a r t a i g h  ( 1 9 9 7 ) ,
O ’ R a i f e a r t a i g h  a n d  S t r a u m a n n  ( 2 0 0 0 ) ,  a n d  Y a n g  ( 1 9 8 6 ,  1 9 8 7 ) .  W h i l e  t h e  v o l u m e  a n d  p a g e
n u m b e r  a r e  g i v e n  c o r r e c t l y ,  t h e  y e a r  i s  i n v a r i a b l y  g i v e n  a s  1 9 2 7 .   O n e  o f  t h e  w r i t e r s  p r i v a t e l y
b l a m e s  i t  o n  P a u l i  ( 1 9 3 3 ) .   I n d e e d ,  P a u l i  m a d e  t h a t  e r r o r ,  b u t  h e  d i d  g i v e  t o  F o c k  t h e  p r i o r i t y
o f  i n t r o d u c i n g  g a u g e  i n v a r i a n c e  i n  q u a n t u m  t h e o r y .
I V .   P H Y S I C A L  M E A N I N G  O F  G A U G E  I N V A R I A N C E ,  E X A M P L E S
A .   O n  t h e  p h y s i c a l  m e a n i n g  o f  g a u g e  i n v a r i a n c e  i n  Q E D  a n d  q u a n t u m  m e c h a n i c s
W h i l e  f o r  E l e c t r o w e a k  T h e o r y  a n d  Q C D  g a u g e  i n v a r i a n c e  i s  o f  p a r a m o u n t  i m p o r t a n c e ,
i t s  p h y s i c a l  m e a n i n g  i n  Q E D  p e r  s e  d o e s  n o t  s e e m  t o  b e  e x t r e m e l y  p r o f o u n d .  A  t i n y  m a s s  o f
t h e  p h o t o n  w o u l d  d e s t r o y  t h e  g a u g e  i n v a r i a n c e  o f  Q E D ,  a s  a  m a s s  t e r m  m
©
2
 A 2   i n  t h e
L a g r a n g i a n  i s  n o t  g a u g e  i n v a r i a n t .  A t  t h e  s a m e  t i m e  t h e  e x c e l l e n t  a g r e e m e n t  o f  Q E D  w i t h
e x p e r i m e n t  a n d  i n  p a r t i c u l a r  i t s  r e n o r m a l i z a b i l i t y  w o u l d  n o t  b e  i m p a i r e d  ( s e e  e . g . ,  K o b z a r e v
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a n d  O k u n ,  1 9 6 8 ;  G o l d h a b e r  a n d  N i e t o ,  1 9 7 1 ) .  O n  t h e  o t h e r  h a n d  t h e  r e n o r m a l i z a b i l i t y  w o u l d
b e  d e s t r o y e d  b y  a n  a n o m a l o u s  m a g n e t i c  m o m e n t  t e r m  i n  t h e  L a g r a n g i a n ,  µ Æ ¥ ß
¬ ó
¥F ¬ ó ,  i n
s p i t e  o f  i t s  m a n i f e s t  g a u g e  i n v a r i a n c e .  W h a t  i s  r e a l l y  f u n d a m e n t a l  i n  e l e c t r o d y n a m i c s  i s  t h e
c o n s e r v a t i o n  o f  e l e c t r o m a g n e t i c  c u r r e n t  o r  i n  o t h e r  w o r d s  c o n s e r v a t i o n  o f  c h a r g e  ( s e e  e . g . ,
O k u n ,  1 9 8 6 ,  L e c t u r e  1 ) .  C o n s e r v a t i o n  o f  c h a r g e  m a k e s  t h e  e f f e c t s  c a u s e d  b y  a  p o s s i b l e
n o n v a n i s h i n g  m a s s  o f  t h e  p h o t o n ,  m
©  
,  p r o p o r t i o n a l  t o  m
©
2
 a n d  t h e r e f o r e  n e g l i g i b l y  s m a l l  f o r
s m a l l  e n o u g h  v a l u e s  o f  m
©
 .
I t  s h o u l d  b e  s t r e s s e d  t h a t  t h e  e x i s t i n g  u p p e r  l i m i t s  o n  t h e  v a l u e  o f  m
©  
 l e a d  i n  t h e  c a s e
o f  n o n - c o n s e r v e d  c u r r e n t  t o  s u c h  c a t a s t r o p h i c  b r e m s s t r a h l u n g ,  t h a t  m o s t  o f  t h e  e x p e r i m e n t s
w h i c h  s e a r c h  f o r  m o n o c h r o m a t i c  p h o t o n s  i n  c h a r g e - n o n c o n s e r v i n g  p r o c e s s e s  b e c o m e
i r r e l e v a n t  ( O k u n  a n d  Z e l d o v i c h ,  1 9 7 8 ) .   F u r t h e r  s t u d y  h a s  s h o w n  ( V o l o s h i n  a n d  O k u n ,  1 9 7 8 )
t h a t  r e a b s o r p t i o n  o f  v i r t u a l  b r e m s s t r a h l u n g  p h o t o n s  r e s t o r e s  t h e  c o n s e r v a t i o n  o f  c h a r g e  ( f o r
r e v i e w s ,  s e e  O k u n ,  1 9 8 9 ,  1 9 9 2 ) .
A s  h a s  b e e n  e m p h a s i z e d  a b o v e ,  g a u g e  i n v a r i a n c e  i s  a  m a n i f e s t a t i o n  o f  n o n -
o b s e r v a b i l i t y  o f  A
µ
.   H o w e v e r  i n t e g r a l s  s u c h  a s  i n  e q  ( 3 1 )  a r e  o b s e r v a b l e  w h e n  t h e y  a r e
t a k e n  o v e r  a  c l o s e d  p a t h ,  a s  i n  t h e  A h a r o n o v - B o h m  e f f e c t  ( A h a r o n o v  a n d  B o h m ,  1 9 5 9 ) .  T h e
l o o p  i n t e g r a l  o f  t h e  v e c t o r  p o t e n t i a l  t h e r e  c a n  b e  c o n v e r t e d  b y  S t o k e s ’ s  t h e o r e m  i n t o  t h e
m a g n e t i c  f l u x  t h r o u g h  t h e  l o o p ,  s h o w i n g  t h a t  t h e  r e s u l t  i s  e x p r e s s i b l e  i n  t e r m s  o f  t h e  m a g n e t i c
f i e l d ,  a l b e i t  i n  a  n o n l o c a l  m a n n e r .  I t  i s  a  m a t t e r  o f  c h o i c e  w h e t h e r  o n e  w i s h e s  t o  s t r e s s  t h e
f i e l d  o r  t h e  p o t e n t i a l ,  b u t  t h e  l o c a l  v e c t o r  p o t e n t i a l  i s  n o t  a n  o b s e r v a b l e .
B .    E x a m p l e s  o f  g a u g e s
T h e  g a u g e  i n v a r i a n c e  o f  c l a s s i c a l  f i e l d  t h e o r y  a n d  o f  e l e c t r o d y n a m i c s  i n  p a r t i c u l a r  a l l o w s  o n e
t o  c o n s i d e r  t h e  p o t e n t i a l  A µ  w i t h  v a r i o u s  g a u g e  c o n d i t i o n s ,  m o s t  o f  t h e m  b e i n g  n o t  P o i n c a r ¸ e
i n v a r i a n t :
ÇµA
µ
 =  0  ( µ  =  0 , 1 ,  2 ,  3 )  ,   L o r e n z  g a u g e ( 3 4 )
¡A  =  ÇjAj   =  0  (j  =  1 ,  2 ,  3 )  ,   C o u l o m b  g a u g e  o r  r a d i a t i o n  g a u g e ( 3 5 )
nµA
µ
=  0  (n 2  =  0 )  ,  l i g h t  c o n e  g a u g e ( 3 6 )
Ao =  0  ,  H a m i l t o n i a n  o r  t e m p o r a l  g a u g e ( 3 7 )










 =  0  , P o i n c a r ¸ e  g a u g e  ( 4 0 )
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A n  a p p r o p r i a t e  c h o i c e  o f  g a u g e  s i m p l i f i e s  c a l c u l a t i o n s .  T h i s  i s  i l l u s t r a t e d  b y  m a n y  e x a m p l e s
p r e s e n t e d  i n  t e x t b o o k s ,  e . g . ,  ( J a c k s o n ,  1 9 9 8 ) .  F o r  t h e  q u a n t u m  m e c h a n i c s  o f  n o n r e l a t i v i s t i c
c h a r g e d  p a r t i c l e s  i n t e r a c t i n g  w i t h  r a d i a t i o n ,  t h e  C o u l o m b  g a u g e  i s  p a r t i c u l a r l y  c o n v e n i e n t
b e c a u s e  t h e  i n s t a n t a n e o u s  s c a l a r  p o t e n t i a l  d e s c r i b i n g  t h e  s t a t i c  i n t e r a c t i o n s  a n d  b i n d i n g  i s
u n q u a n t i z e d ;  o n l y  t h e  t r a n s v e r s e  v e c t o r  p o t e n t i a l  o f  t h e  p h o t o n s  i s  q u a n t i z e d .  H o w e v e r ,
n o n c o v a r i a n t  g a u g e s ,  c h a r a c t e r i z e d  b y  f i x i n g  a  d i r e c t i o n  i n  M i n k o w s k i  s p a c e ,  p o s e  a  n u m b e r
o f  p r o b l e m s  d i s c u s s e d  i n  G a i g ,  K u m m e r ,  a n d  S c h w e d a  ( 1 9 9 0 ) .  T h e  p r o b l e m s  a c q u i r e
a d d i t i o n a l  d i m e n s i o n s  i n  q u a n t u m  f i e l d  t h e o r y  w h e r e  o n e  h a s  t o  d e a l  w i t h  a  s p a c e  o f  s t a t e s
a n d  w i t h  a  s e t  o f  o p e r a t o r s .
I n  Q E D  t h e  g a u g e  d e g r e e  o f  f r e e d o m  h a s  t o  b e  f i x e d  b e f o r e  t h e  t h e o r y  i s  q u a n t i z e d .






 i s  a d d e d  t o  t h e  g a u g e  i n v a r i a n t  L a g r a n g i a n  d e n s i t y
w i t h  c o e f f i c i e n t  1 / 2 å  ( F o r  f u t h e r  d e t a i l s  s e e  G a i g ,  K u m m e r ,  a n d  S c h w e d a ,  1 9 9 0 ;  B e r e s t e t s k i i ,
L i f s h i t z ,  a n d  P i t a e v s k i i ,  1 9 7 1 ;  R a m o n d ,  1 9 8 1 ;  Z i n n - J u s t i n ,  1 9 9 3 ) .  I n  p e r t u r b a t i o n  t h e o r y  t h e
p r o p a g a t o r  o f  a  v i r t u a l  p h o t o n  w i t h  4 - m o m e n t u m  k  a c q u i r e s  t h e  f o r m ,
D (k ) µ ó  =  - 1
k 2
  g µ ó + ( å - 1 )k
µk ó
k 2
    
  
. ( 4 1 )
T h e  m o s t  f r e q u e n t l y  u s e d  c a s e s  a r e
å  =  1  (  F e y n m a n  g a u g e ) ,  ( 4 2 )
å  =  0  ( L a n d a u  g a u g e ) . ( 4 3 )
I n  t h e  F e y n m a n  g a u g e  t h e  p r o p a g a t o r  ( 4 1 )  i s  s i m p l e r ,  w h i l e  i n  t h e  L a n d a u  g a u g e  i t s
l o n g i t u d i n a l  p a r t  v a n i s h e s ,  w h i c h  i s  o f t e n  m o r e  c o n v e n i e n t .   I f  c a l c u l a t i o n s  a r e  c a r r i e d  o u t
c o r r e c t l y ,  t h e  f i n a l  r e s u l t  w i l l  n o t  c o n t a i n  t h e  g a u g e  p a r a m e t e r  å .
I n  t h e  s t a t i c  ( z e r o  f r e q u e n c y )  l i m i t  t h e  p r o p a g a t o r  ( 4 1 )  r e d u c e s  t o
D i j ( k , 0 ) = 1
| k |
2






 , ( 4 4 )





 , ( 4 5 )
D 0j ( k , 0 ) = D i 0 ( k , 0 ) = 0               . ( 4 6 )
T h i s  i s  t h e  p r o p a g a t o r  f o r  t h e  H e l m h o l t z  p o t e n t i a l  ( 1 4 )  a n d  t h e  s t a t i c  C o u l o m b  p o t e n t i a l .
V a r i o u s  g a u g e s  h a v e  b e e n  a s s o c i a t e d  w i t h  n a m e s  o f  p h y s i c i s t s ,  a  p r o c e s s  b e g u n  b y
H e i t l e r  w h o  i n t r o d u c e d  t h e  t e r m  “ L o r e n t z  r e l a t i o n ”  i n  t h e  f i r s t  e d i t i o n  o f  h i s  b o o k  ( H e i t l e r ,
1 9 3 6 ) .   I n  t h e  t h i r d  e d i t i o n  ( H e i t l e r ,  1 9 5 4 )  h e  u s e d  “ L o r e n t z  g a u g e ”  a n d  “ C o u l o m b  g a u g e . ”
Z u m i n o  ( 1 9 6 0 )  i n t r o d u c e d  t h e  t e r m s  “ F e y n m a n  g a u g e , ”  “ L a n d a u  g a u g e , ”  a n d  “ Y e n n i e
g a u g e ”  ( å  =  3  i n  ( 4 1 ) ) .
V .     S U M M A R Y  A N D  C O N C L U D I N G  R E M A R K S
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 W h a t  i s  n o w  g e n e r a l l y  k n o w n  a s  a  g a u g e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c
p o t e n t i a l s  ( 1 a ,  b )  w a s  d i s c o v e r e d  i n  t h e  p r o c e s s  o f  f o r m u l a t i o n  o f  c l a s s i c a l  e l e c t r o d y n a m i c s
b y  i t s  c r e a t o r s ,  L o r e n z ,  M a x w e l l ,  H e l m h o l t z ,  a n d  L o r e n t z ,  a m o n g  o t h e r s  ( 1 8 6 7 - 1 9 0 9 ) .  T h e
p h a s e  t r a n s f o r m a t i o n  ( 1 c )  o f  t h e  q u a n t u m  m e c h a n i c a l  c h a r g e d  f i e l d  a c c o m p a n y i n g  t h e
t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  p o t e n t i a l s  w a s  d i s c o v e r e d  b y  F o c k  ( 1 9 2 6 b ) .  T h e  t e r m
“ g a u g e ”  w a s  a p p l i e d  t o  t h i s  t r a n s f o r m a t i o n  b y  W e y l     ( 1 9 2 8 ,  1 9 2 9 a ,  1 9 2 9 b )  ( w h o  u s e d  “ e i c h - ”
a  d e c a d e  b e f o r e  t o  d e n o t e  a  scale  t r a n s f o r m a t i o n  i n  h i s  u n s u c c e s s f u l  a t t e m p t  t o  u n i f y  g r a v i t y
a n d  e l e c t r o m a g n e t i s m ) .
 I n  t e x t  b o o k s  o n  c l a s s i c a l  e l e c t r o d y n a m i c s  t h e  g a u g e  i n v a r i a n c e  ( 1 a , b )  w a s  f i r s t
d i s c u s s e d  b y  L o r e n t z  i n  h i s  i n f l u e n t i a l  b o o k ,  “ T h e o r y  o f  E l e c t r o n s ”  ( L o r e n t z ,  1 9 0 9 ) .  T h e  f i r s t
d e r i v a t i o n  o f  t h e  i n v a r i a n c e  o f  t h e  L a g r a n g i a n  f o r   t h e  c o m b i n e d  s y s t e m  o f  e l e c t r o m a g n e t i c
f i e l d s  a n d  c h a r g e d  p a r t i c l e s  w a s  p r e s e n t e d  b y  L a n d a u  a n d  L i f s h i t z  ( 1 9 4 1 )  ( w i t h  r e f e r e n c e  t o
F o c k ,  t h e y  u s e d  F o c k ' s  t e r m  " g r a d i e n t  i n v a r i a n c e " ) .
  T h e  f i r s t  m o d e l  o f  a  n o n - a b e l i a n  g a u g e  t h e o r y  o f  w e a k ,  s t r o n g ,  a n d  e l e c t r o m a g n e t i c
i n t e r a c t i o n s  w a s  p r o p o s e d  b y  K l e i n  ( 1 9 3 8 )  ( w h o  d i d  n o t  u s e  t h e  t e r m  " g a u g e ”  a n d  d i d  n o t
r e f e r  t o  W e y l ) .  B u t  t h i s  a t t e m p t  w a s  f i r m l y  f o r g o t t e n .  T h e  m o d e r n  e r a  o f  g a u g e  t h e o r i e s
s t a r t e d  w i t h  t h e  p a p e r  b y  Y a n g  a n d  M i l l s  ( 1 9 5 4 ) .
T h e  h i s t o r y  o f  g a u g e  i n v a r i a n c e  r e s e m b l e s  a  r a n d o m  w a l k ,  w i t h  t h e  r o l e s  o f  s o m e
i m p o r t a n t  e a r l y  p l a y e r s  s t r a n g e l y  d i m i n i s h e d  w i t h  t i m e .   T h e r e  i s  a  k i n d  o f  e c h o  b e t w e e n  t h e
l o s s  o f  i n t e r e s t  b y  O .  K l e i n  a n d  L .  L o r e n z  i n  t h e i r  " g o d  b l e s s e d  c h i l d r e n " .  I t  i s  s t r i k i n g  t h a t  t h e
n o t i o n  o f  g a u g e  s y m m e t r y  d i d  n o t  a p p e a r  i n  t h e  c o n t e x t  o f  c l a s s i c a l  e l e c t r o d y n a m i c s ,  b u t
r e q u i r e d  t h e  i n v e n t i o n  o f   q u a n t u m  m e c h a n i c s .  I t  i s  a m u s i n g  h o w  l i t t l e  t h e  a u t h o r s  o f
t e x t - b o o k s  k n o w  a b o u t  t h e  h i s t o r y  o f  p h y s i c s .  F o r  a  f u r t h e r  r e a d i n g  t h e  R e s o u r c e  L e t t e r
( C h e n g  a n d  L i ,  1 9 8 8 )  i s  r e c o m m e n d e d .
A C K N O W L E D G E M E N T S
T h e  a u t h o r s  t h a n k  R o b e r t  N .  C a h n ,  D a v i d  J .  G r i f f i t h s ,  H e l g e  K r a g h ,   a n d  V a l e n t i n e  L .
T e l e g d i  f o r  t h e i r  a s s i s t a n c e  a n d  a d v i c e .   T h e  w o r k  o f  J D J  w a s  s u p p o r t e d  i n  p a r t  b y  t h e
D i r e c t o r ,  O f f i c e  o f  S c i e n c e ,  O f f i c e  o f  H i g h  E n e r g y  a n d  N u c l e a r  P h y s i c s ,  o f  t h e  U . S .  D e p a r t m e n t
o f  E n e r g y  u n d e r  C o n t r a c t  D E - A C 0 3 - 7 6 S F 0 0 0 9 8 .   T h e  w o r k  o f  L B O  w a s  s u p p o r t e d  i n  p a r t  b y
g r a n t  R F B R  #  0 0 - 1 5 - 9 6 5 6 2 ,  b y  a n  A l e x a n d e r  v o n  H u m b o l d t  a w a r d ,  a n d  b y  t h e  T h e o r y
D i v i s i o n ,  C E R N .
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R E F E R E N C E S
A h a r o n o v ,  Y . ,  a n d  D .  B o h m ,  1 9 5 9 ,  “ S i g n i f i c a n c e  o f  E l e c t r o m a g n e t i c  P o t e n t i a l s  i n  t h e  
Q u a n t u m  T h e o r y , ”  P h y s .  R e v .  1 1 5 ,  4 8 5 - 4 9 1 .
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